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(Mit 5 Figuren) 


$1. Begriffsbestimmungen. Ziel der Arbeit 


Zur Untersuchung von Licht- und Wärmestrahlungen aller 
Wellenlängen finden Thermoelemente und Bolometer Anwendung. 
Das kennzeichnende Konstruktionselement beider Arten von 
Meßwerkzeugen ist in seiner einfachsten Gestalt der gestreckte 
lineare metallische Leiter (Draht oder Bändchen, im folgenden 
häufig „Stab“ genannt). Die auf den Empfänger treffende 
Strahlung bringt eine Temperaturerhöhung hervor, die in der 
Mehrzahl der Fälle verhältnismäßig gering ist. Für das Bolo- 
meter kommt es bekanntlich auf die mittlere Temperatur- 
erhöhung des Stabes an, für das Thermoelement auf die 
Temperaturerhöhung an der Stelle des Materialwechsels, der 
meist in der Mitte des Stabes liegt. 

Bei einer Berechnung der Strahlungsempfänger, die das 
Ziel hat, über die Erkenntnis der physikalischen Vorgänge 
hinaus für den günstigsten Aufbau und die Konstruktion 
empfindlichster Empfänger Gesichtspunkte an den Tag zu 
stellen, verdient besonders beachtet zu werden, daB man in 
allen praktischen Fällen, Eichungsmessungen ausgenommen, 
keine genauere Kenntnis der physikalischen Eigenschaften und 
Zustände und der geometrischen Gestaltung des Strahlungs- 
senders (Strahlers) hat; die Rechnung muß darum darauf aus- 
gehen, möglichst weitgehende Ergebnisse ohne diese Kenntnisse 
zu vermitteln. Weiterhin muß untersucht werden, inwieweit 
die Empfänger für Wärme- und für Lichtstrahlung unter den 
gleichen Bedingungen stehen. Aus dieser Untersuchung ergibt 
sich an Hand eines allgemeinen Modelles die grundlegende 
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Differentialgleichung, deren allgemeine Herleitung noch aus 
stand, und deren Geltungsbereich (§ 3). Ihre Integration (§$ 3, 4) 
läßt uns dann die Frage nach dem zweckmäßigen Aufbau 
zunächst einfacher Strahlungsempfänger beantworten (§ 5), woran 
sich besondere ($ 6) und sehr allgemein geartete Strahlungs- 
empfänger ($ 7) anschließen. 


y 
i 
§2. Frühere Arbeiten et: 


Die bisherigen Beiträge zur Theorie der Strahlungs- 
empfänger sind von geringer Anzahl; die wichtigsten sind wohl 
die von E. Warburg, G. Leithäuser und Ed. Johansen in 
einer Arbeit über Vakuumbolometer') angestellten Berech- 
nungen, und die diesen nahestehenden über Vakuumthermo- 
säulen in einem Aufsatz von E. S. Johansen.?) 

Eine der grundlegenden Voraussetzungen, die in beiden 
Abhandlungen ohne weitere Begründung an die Spitze der 
Berechnung gestellt wird, ist die Bedingung, daß der Wickel- 
raum des benutzten Galvanometers eine konstante Größe habe. 
In diesem Falle wird bekanntlich die Stromempfindlichkeit des 
Galvanometers im Idealfall der Wurzel aus dem Galvanometer- 
widerstand proportional. Wenn dann z. B. Johansen im 
weiteren Verlauf seiner Rechnung den Höchstwert der Emp- 
findlichkeit für den Fall findet, daß der Galvanometerwider- 
stand gleich dem Widerstande des Thermoelementes ist, so 
ist das lediglich eine unmittelbare Folge der genannten Fest- 
setzung. In der Tat führt diese Beziehung unter allen Um- 
ständen zu dem Ergebnis, daß der Ausschlag für Gleichheit 
des Galvanometerwiderstandes mit dem Schließungswiderstand 
seinen Höchstwert erreicht; sie ist nämlich nichts anderes als 
eine besondere Formulierung des bekannten Satzes über Lei- 
stungsanpassung.’) — Mag man auch die Tatsache vernach- 
lässigen, daß bei hohen Stromempfindlichkeiten diese Beziehung 
zwischen Empfindlichkeit und Widerstand des Galvanometers 


1) E. Warburg, G. Leithäuser u. Ed. Johansen, Ann. d. Phys. 
24. S. 25 1907. 
2) E.S. Johansen, Ann. d. Phys. 33. S. 517. 1910. 
3) Sei g der Galvanometerwiderstand, w der Schließungswiderstand, 
(g + 
nach obiger Aussage ist der Strom für die Einheit des Ausschlages 


=. der Ausschlag also « = const » Vo 


g J, 
proportional YN, Maximum für g = w. 
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bei konstantem Wickelraum wegen des Raumanteiles der Iso- 
lation nicht mehr zutrifft, so bleiben trotzdem praktische und 
grundsätzliche Bedenken: Mit einer derart einfachen und darum 
einschränkenden Annahme können naturgemäß sämtliche wei- 
teren Eigenschaften des benutzten Stromanzeigers nicht zum 
Ausdruck gebracht werden; diese können aber häufig eine 
ebenso wichtige Rolle spielen, wie die Empfindlichkeit selbst, 
ı.B. bei den Drehspulgalvanometern, Schwingungsdauer und 
Dämpfungszustand. Die Folgen der genannten Annahme auf 
diese und andere Eigenschaften werden aber häufig schwer 
oder gar nicht abschitzbar. Aber auch dessenungeachtet 
erscheint es grundsätzlich bedenklich, daß eine spezielle und 
nur eingeschränkt richtige Annahme über das benutzte Anzeige- 
gerät grundlegend in die Berechnung der von diesem doch 
wesentlich unabhängigen Strahlungsempfänger eingeht: Nach- 
dem feststeht, daß Strahlungsempfänger für normale Aufgaben 
auch zu normalen mechanischen und elektrischen Abmessungen 
führen, wird der Erbauer empfindlicher Empfänger diese nicht 
im Hinblick darauf entwerfen, daß der Wickelraum des verfüg- 
baren Galvanometers konstant ist, sondern mit einziger Rück- 
sicht darauf, wie er die Empfindlichkeit an sich möglichst hoch 
treiben kann, und erst danach aus der großen Anzahl be- 
stehender oder konstruierbarer Anzeigegeriite jenes heraus- 
greifen, das am besten paßt. — Da der Bolometerstab üblicher- 
weise einen Zweigwiderstand einer Wheatstoneschen Brücke 
bildet, werden in der genannten Arbeit'), in der Absicht, eine 
möglichst vorteilhafte Brückenschaltung zu erhalten, bestimmte 
Widerstandsverhältnisse für diese angenommen und als weitere 
Voraussetzung in die Berechnung eingeführt. Nach neueren 
Rechnungen?) sind die gewählten Widerstandsverhältnisse aber 
nicht mit einem Höchstwert der Empfindlichkeit verbunden 
und darum keine zweckmäßige Voraussetzung zur Berechnung 
des Strahlungsempfängers. Auch hier empfiehlt es sich nicht, 
Fragen der Anzeige mit Fragen des günstigsten Baues des 
Empfängers zu verquicken. — In der Berechnung der Tempe- 
raturerhöhung der Lötstelle des Thermoelementes, die zu Best- 
wertbedingungen führen soll, ersetzt Johansen?) für den 
metallisch abgeleiteten (Fourierschen) Wärmestrom den ört- 
lichen Temperaturgradienten durch die örtliche Temperatur- 
erhöhung, dividiert durch die Länge des Stabes, was physi- 


1) E. Warburg, G. Leithäuser u. Ed. Johansen, a. a. O. 

2) Eigenschaften der Wheatstoneschen Briicke, E. und M. 48. 
8. 1060. 1930, vom Verfasser. 
3) E. 8. J 
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kalisch unzulässig ist und kein Maß für den abgeleiteten 


Wärmestrom bedeuten kann. — Diese und ähnliche Unstimmig. re 
keiten haben unscharfe, oder anfechtbare Ergebnisse zur Folge: (2) 
So tritt als allgemeines Ergebnis zutage'), daß die Empfind- 

lichkeit jedes Strahlungsempfängers (im Vakuum) mit der Wurzel ist 
aus der bestrahlten Fläche anwächst. Daß dieser Satz aber ‘nnd 


höchstens für bestimmte, eng umgrenzte Verhältnisse zutreffen Sta 
kann, legen triviale Überlegungen nahe. 

Unter diesen Umständen erscheint es nötig und angebracht, 
die Berechnung von Strahlungsempfängern auf eine allgemeinere Die 


Grundlage zu stellen. dee 
§ 3. Differentialgleichung des Strahlungsempfängers, 
Geltungsbereich und Integration er 

run 


Den Ausgang der Rechnung bildet zweckmäßig die Be- 
dingung, daß bei Fehlen der Strahlung keine Wärmebewegung 
stattfinde, daß also alle beteiligten Körper sich auf derselben (3) 
absoluten Temperaturhöhe 9, = const befinden. Nur so besteht 
Eindeutigkeit zwischen MeBgröße und Wirkung. Die Enden 
des Stabes sollen also mit hinreichend großen Metallmassen alsc 
verbunden sein, und weder diese, noch andere in der Umgebung 
des Stabes befindliche Körper dürfen unmittelbar, z. B. durch (4) 
einfallende, am Empfänger vorbeigehende Strahlung, oder 
mittelbar, z. B. durch die Strahlung des erwärmten Empfängers, mit 
merklich erwärmt werden, wenn nicht die Reproduzierbarkeit 
der Messungen oder des Empfängers beeinträchtigt werden soll. 
Es ist Sache der Kon- 
struktion, diesen „An- 
wärmefehler“ zu unter- 


drücken. 
Der Empfänger 
Zmpföngr von der (Mantel-)Flä- 


che f sei von einer 


. te n . . 

Fie ur Berechnung Tefieig gestalteten | 
Hülle F umgeben, es a 

sei Ff; der p-te Teil der Oberfläche des Empfängers werde In 
von Strahlung getroffen (meist ist genügend genau p = }, z.B. strc 
Draht oder Bändchen bei paralleler Strahlung), vgl. die Ver- star 
anschaulichung Fig. 1. nic] 
Die Temperaturerhöhung jedes Elementes des Empfängers aus 
übe 
(1) T= t— #, bel 
1) E. Warburg, G. Leithäuser u. Ed. Johansen, a.a. O., 8.33; fin 
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ist nach Voraussetzung ($ 1) klein: 


) 

Der Sender habe die absolute en 0 EN 
ist © > 9); im betrachteten Frequenzbereich seien Emissions- 
und Absorptionsvermögen konstant; ein etwa vorhandenes, den 
Stab umgebendes Gas werde als diatherman betrachtet, und 
der Wärmeaustausch zwischen diesem und dem Stab erst 
später in die Überlegungen einbezogen (Stab im Vakuum). 
Die Differentialgleichung des örtlichen und zeitlichen Verlaufs 
der Erwärmung setzt für jedes Längenelement des Empfängers 
die Differenz aus Gewinn und Verlust an Strahlungsenergie 
der Änderung des Wärmestromes im Innern und der Steige- 
rung von dessen Wärmeinbalt em 


= Co pu(O4— - HNdadz; 


also im zunächst En stationären Zustand (sz = 0): 


(4) = Co — 3) C, u 

mit IR benutzten Zeichen und Einheiten: 
Z die Zeit in sec, 
xz die Koordinate der Länge in cm, 
u der Umfang des Stabes in cm, ha 
q der Querschnitt des Stabes in cm?, re 


1 die ganze Länge des Stabes in cm, 
4 die Wärmeleitzahl des Stabes in cal/cm sec °C, 
c die spezifische Wärme des Stabes in cal/g °C, 
ö die Dichte des Stabes in g/cm’, 
Co, C, Strahlungsaustauschkonstanten in cal/cm? sec (° abs.)*, 
0,9, p oben erklärt. 


In Gl. (4) stellt das erste Glied der rechten Seite den Energie- 
strom zwischen Sender und Empfänger dar, wofür die Kon- 
stante Cg wegen der unbekannten Natur des Strahlers (vgl. § 1) 
nicht genau bekannt ist, das zweite Glied ist der Energie- 
austausch zwischen Empfänger und umgebender Fläche, also 
überwiegend zwischen f und F (Fig. 1); hierfür gilt die wohl- 
bekannte Beziehung zwischen der Strahlungszahl C des Emp- 
fingers, der Strahlungszahl Cy der Fläche F und der des voll- 
kommen schwarzen Körpers Cs: 
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l+» 
der Unterschied ~ 8°/,,. Bei empfindlichen Strahlungsempfängern liegt 
dagegen die in der C. 


866 J 
Cp Os 9) 
Unter unserer Voraussetzung f<<F wird das meist ohnehin 
kleine zweite Glied des Nenners vernachlässigbar, somit 
(6) C, =(, 
d. h. die Strahlungszahl des Empfängers allein ist maßgebend. : 
Weiterhin betrachten wir zunächst den einfallenden Glie 
Energiestrom Copudz(0*— 9°): Es ist um so angenäherter Fak 
Of — 0°—9,*, je kleiner die Temperaturerhöhung t= — der 
(GL. (1)] ist: je mehr t<#, [Gl. (2)] gilt, um so weniger unter- gent 
scheidet sich die wirkliche Einstrahlung von der bei ver- wen: 
schwindend kleiner Temperaturerhöhung einfallenden. Um den bün 
Fehler zu schätzen, falls man diese mit jener verwechselt, Co, 
bestimmt man die Zahlen ta 
6 % 3 (Ci 
damit ist die wirkliche Einstrahlung proportional 1 —y*, und volll 
die Einstrahlung bei verschwindend kleiner Temperaturerhöbung hof 
4 
proportional {1 ; nun ist wegen > der Werty* 
meist beträchtlich kleiner als Eins, und unter unserer Voraus- 
setzung t< #, [Gl. (2)] stets »<1, die beiden Größen also (&6 4 
nicht wesentlich unterschieden.?) 
Betrachtet man also (10) 
(7) A = F,*) = const — der 
in erster Näherung als den in die Oberflicheneinheit ein- über 
cal 
gestrahlten Energiestrom | so wird aus Gl. (4) mit 
(8) - 145 = Apu — Cu(W*— t,'). a 
Wo die gezeigten Voraussetzungen für diese zweckmäßige = 
Vernachlässigung fehlen, formt man Gl. (4) nach Einsetzen v von iR 
Gl. (6) vernachlässigungsfrei um: 
1) Vgl. z. B. „Hütte“ I, S. 506, 507 (26. Aufl., 1931). fäng 
2) Sei z.B. 9,= 291° abs., r=1°C, = 373° abs., so ist y = 0,7828, u 
vy = 0,003425; damit wird 1 — 0,6244 und (;2—)"= 0,6280, | erst 
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mit 
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828, 
289, 


liegt 


| = Cop — 4,8) 
9) = Copu(O* — F,4)— — 
C, 
| = Apu - 
Gegenüber Gl. (8) ist _ lediglich das mit C behaftete 


Glied im Verhältnis (1 +p 7 vergrößert. Wir können diesen 


Faktor schätzen, wenn, wie häufig, das Absorptionsvermögen 
der dem Strahler zugekehrten Seite des Empfängers groß 
genug ist: dann rechnet man bis auf wenige Prozent genau, 
wenn man die Untersuchung des Energiestromes eines Strahlen- 
bündels nach der ersten Absorption abbricht, und erhält für 
Cg, unabhängig von der geometrischen Gestaltung der Aufgabe, 


(© Strahlungszahl des Empfängers, Cg des Senders, Cys des 
vollkommen schwarzen Körpers).!) Unter Beachtung des Kirch- 
hoffschen 


Absorptionsvermégen des wird damit 


(10) I+p peo; 


der Grenzwert, der die möglichen praktischen Werte weit 
übertrifft, ist also 1 + p 

Gl. (8) beschreibt also stets den stationären Temperatur- 
verlauf bei einfallender Wärmestrahlung. In rein makroskopi- 
scher Betrachtungsweise wird dabei mit einem vom Strahler 
gelieferten Energiestrom A gerechnet, der in der Flächen- 
einheit der dem Strahler zugewandten Seite des Empfängers 
auftritt. In dieser Festsetzung sind aber irgendwelche Bedin- 
gungen über die Natur des Strahlers nicht enthalten. Als 
unabhängig von dieser kann daher Gl. (8) auf jedes Frequenz- 
bereich, also ebensowohl auf Wärme- wie auf Lichtstrahlung 
Bezug haben, wenn nur die Strahlungseigenschaften des Emp- 
fingers wie des Senders in dem gegebenen Frequenzbereich 
entsprechender Weise eingeführt werden. Ihr Geltungsbereich 
erstreckt sich somit auf Empfänger jeder Art von Strahlung. 


1) w. Wusselt, ingenieur 1918, S. 2.2.0. 
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Die Gl.(8) stimmt formal mit der Gleichung überein, 
welche die stationäre Erwärmung des vom elektrischen Strom 
durchflossenen, linearen gestreckten Leiters beschreibt. Bei 
ähnlichen Ergebnissen kann darum auf diese ausführlich aus- 
gearbeitete Theorie Bezug genommen werden (TTM.).!) 

Wir wenden uns nun dem verlorenen Energiestrom zu, 
den wir mit Gl. (6) zu Cudx(9— &,*) fanden. Indem wir 
C als konstant annehmen, setzen wir für den gewählten Fre- 
quenzbereich die Strahlung als grau voraus; dies trifft für die 
meisten technisch verwendeten Körper in weitem Umfang zu, 
so daß man setzen kann?): 


(11) C = & 05. 


Sind übrigens die dem Strahler zugewandten und die von ihm 
abgekehrten Oberflichenteile des Empfängers mit verschiedenen 
Absorptionsverhältnissen & ausgerüstet (so häufig zur Er- 
höhung der absorbierten Eu und Verkleinerung des Strah- 
lungsverlustes), so trägt man dem leicht Rechnung, indem man 
statt « den Ausdruck «¢, p + &,(1 — p) benutzt. 

Unter unserer Voraussetzung r< [Gl]. (2)] ist es be- 
kanntlich og . zu rechnen: 


(12) — t,4=ar4); 
damit wird = 


(13) = aeCgt; 
zusammenfassend sei gat 

cal 


Weiterhin wird bekanntlich der Warmeaustausch mit 
einem umgebenden Gas, der bisher noch nicht in die Über- 
legungen einbezogen war, mit Hilfe der „Wärmeübergangs- 
zahl“ der Temperatursteigerung t proportional gesetzt. Die 
mit dem Begriff der Wärmeübergangszahl verknüpften Schwie- 
rigkeiten dürfen als bekannt gelten; zahlenmäßig überwiegt sie 
den Wert o wohl meistens. Im folgenden sei mit o* der ge- 
samte Wärmeaustausch bei Anwesenheit eines umgebenden 
Gases, mit o der bei Fehlen eines solchen gekennzeichnet; 


1) J. Fischer, Theorie der thermischen Meßgeräte der Elektro- 
technik, 1931 bei F. Enke, Stuttgart. 

2) e:8; z.B. „Hütte“, a. a. O. 

3) Dies hier um so eher, als dabei +, ~ const ist. Für den Faktor a 
vgl. z.B. Tabelle in „Hütte“, a.a. O., Schaubild z.B. in H. G röber, 
W ärmeübergang, 1926, S. 128, vgl. auch TTM., S. 
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über die Eigenschaften der Wärmeübergangszahl und der 
Strahlungszahl vgl. TTM. II, 1. 

Mit diesem Ansatz, Gl. (12), (13), (14), wird die Ausgangs- 
gleichung (8) zu einer linearen Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten als leidlich konstant angesehen werden können: 


(15) ag 4 pu=Q. 


Zur Integration werde der Ursprungspunkt x = 0 in die Mitte 
der Länge 1 gelegt. Nach dem eingangs § 3 Gesagten gilt: 


und in der Mitte ist der Wärmestrom stetig: 
(17) fir c= 0 ist = 0. 
dx 


Damit lautet das Integral der Gl. (15): 


(18) t= 


In der Mitte (x = 0) ist die Ubertemperatur r am größten und 
hat den Wert: 


(19) 
Im folgenden tritt häufig als Kenngröße auf: 


ı,/ou 
(20) X=+ 5 


wobei 
(21) bat 
Mit der Funktion 
29 

(22) H(X)=1 


wird 
(23) 


3 
| 
{ 
= 
. 22. 1) Beispiel: Kurve 2 n Fig. 
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Der Mittelwert der Ubertemperatur über die T.änge ist: 


(24) =F [rar Ar fı- 


Mit der Funktion x 

wird 


H(X) und K(X) sind steigende Funktionen; über weitere 
Eigenschaften, Grenzwerte und Verlauf, Tafel und Tabelle vgl. 
TTM. If, 3. Für hinreichend großes X (z. B. bei großem 
o =o*) wird H(X) -> 1; dieser Wert ist mit weniger als 2°, 
(als 5°/,) erreicht fir X >46 (X > 3,7), und außerdem 
K(X) -> 1-— y; mit diesem Ausdruck rechnet man mit weniger 
als 2°/, (als 5°/,) Fehler schon bei X > 2,3 (X > 1,8). Für 
sehr kleines X verschwinden beide Funktionen. Das Ver- 
hältnis der mittleren Übertemperatur zu der in der Mitte kann 
übrigens in einem bemerkenswert weiten Bereich mit ?/, in 
Rechnung gesetzt werden; Näheres TTM. II, 3. 


§ 4. Besonderheiten von Bolometer und Thermoelement 


Beim Bolometer überlagert sich der Erwärmung durch 
Einstrahlung die Joulesche Erwärmung durch den Brücken- 
strom, die einen zu Gl. (18) völlig analogen Temperaturverlauf 
hervorbringt. Die Berechnung der gesamten Temperatur 
danach und mit TTM. IV bringt keinerlei Schwierigkeiten mit 
sich, doch besteht wenigstens solange, als durch die Strom- 
wärme die Stoffwerte nicht wesentlich verändert werden, kein 
Anlaß dazu. Zudem muß diese Erwärmung stets eingeeicht 
werden. 

Eine andere Schwierigkeit zeigt sich beim Thermoelement: 
dieses wird nicht aus dem bisher angenommenen, homogenen 
Stab gebildet, sondern es besteht aus zwei Stäben, die im 
allgemeinen verschiedene Konstanten (und Abmessungen) be- 
sitzen, welche einerseits aneinander stoßen, andererseits mit 
ihren freien Enden mit großen Massen in Verbindung stehen. 
Zur Berechnung dieser Aufgabe sei die Stoßstelle der Stäbe 
in den Punkt x = 0 gelegt, der eine Stab erstrecke sich von 
z=—I, bis (Gebiet 1), der andere von 2=0 bis 
z=+1, (Gebiet 2). Dann gelten simultan: 


J 
(28) 
Die 
29) 
(30 
— 
7 
4 (32 
8 
(34 
(35 
(36 
lau 
(35 
(36 
Fi 
wi 
me 
Ei, Gi 
m 


+ A, P, 0 


da 
3 Lago 


fir 2:20. 


4 : 


Die vier Randbedingungen, die die Aufgabe eindeutig 


d? 
— % Uy + Ay U, = 0 
fir +, 2:20. 


be- 


(29) fir ist r=0, 


30) fir ist r=0, 
(31) 


A A, 
D= - H(X,) — - H(X,), 
lauten die Integrale der Gl. (27), (28): 


A, Coj x b, 
{1- oj X, 
(35) D Einzb, |, 
92 Eg Xi 
__ As Pg Coj x b, 
{1 
(36) _ Sin xb, 
92 TX, { Gof X, | 
9; X, 


Für z, ist die laufende Koordinate x nur negativ, für r, nur 
positiv zu führen. Sehr häufig ist u, =u, und q,=4q,. Dafür 


wird = = var. — Je ähnlicher die Stäbe in ihren Ab- 
messungen und Konstanten werden, um so kleiner wird die 
Größe D [Gl. (36)] und um so mehr kommt die Übereinstim- 
mung z,=r,=r [r Gl. (18). Besteht das Thermoelement aus 


.. 
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Stäben mit den gleichen Abmessungen und ähnlichen Kon- 
stanten o und A, so unterscheidet sich, wie man leicht am 
Beispiel sieht, in der Mehrzahl der Fälle der Wert der Über- 
temperatur in der Stoßstelle kaum von dem Höchstwert der 
Übertemperatur und 
auch nicht von der 
Übertemperatur in der 
Mitte eines Stabes, 
der die gleichen Ab- 
messungen hat, wie 
das Thermoelement, 
aber dessen Konstan- 
ten o, A als Mittel- 
Fig. 2. Beispiel des Ubertemperaturverlaufs Werte der Konstanten 
bei einem Thermoelement: 1..1 wahrer Ver- des Thermoelements 
lauf nach GI. (35), (36); 2..2 Verlauf nach gebildet sind. Man 
Gl. (18) mit Mittelwerten der Konstanten rechnet daher auch 
für das Thermoele- 
ment mit der sehr viel bequemeren Gl. (18) und den aus ihr 
abgeleiteten Gleichungen, unter Einsetzen der Mittelwerte der 
Konstanten. Vgl. Fig. 2. 


+ 5. Empfindlichkeit und Bemessung einfacher Strahlungs- 


empfainger (Bolometer, Thermoelemente, Thermoketten) 


Beim Thermoelement wird die an seinen Klemmen auf- 
tretende Spannung E über die Thermokraft je °C:, propor- 
tional einer zweckmäßig definierten Ubertemperatur in der 
Mitte t: 

BAp 1 
(37) {1 - Volt. 

Beim Bolometer kommt es innerhalb des Gebietes, wo 
man die Meßschaltung und den Anzeiger dem Widerstandswert 
des Bolometerstabes anpassen kann, auf die relative Wider- 
standssteigerung an, die als eine Funktion der mittleren Über- 
temperatur r, des Stabes angesehen werden kann; aus 


r+'4r=r(l+er,) 


bestimmt sie sich zu 
Ar aAp 1 Tg 
(38) 
Bei der weiteren Aufgabe, ein Empfindlichkeitsmaß zu 
bestimmen, das den Einfluß der Stoffwerte und der Ab- 
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Gl. (37), (38) etwa zu der gerade einfallenden Energie ins Ver- 
hältnis zu setzen, denn diese ist ja als Apul abhängig von den 
Abmessungen des Empfängers; man würde damit also lediglich 
ein relatives Maß für die Empfindlichkeit eine Art Wirkungs- 
grad erhalten. Vielmehr ist es zweckmäßig, das Verhältnis zu 


bilden zu der gesamten Strahlung Q (= = const, die auf- 


gefangen werden könnte, und die etwa als ein Spaltbild in 
einer bestimmten Ebene, oder als begrenztes Bündel paralleler 
Strahlen, oder in ähnlicher Weise zur Verfügung steht. 

Dann sieht man aus Gl. (37), (38), daß die Empfindlichkeit 
natürlich proportional A,p, 8 bzw. & ansteigt, ebenso etwas 
schneller als umgekehrt proportional o, schließlich auch mit 
fallendem A wächst. Die Abmessungen /, u, q haben nur nach 
Maßgabe der Funktionen H (X) Gl. (22), und K (X) G1.(25) Einfluß. 
Die Bedeutung dieser Funktionen ist darin zu sehen, daß sie 
zeigen, daß mit Überschreiten eines bestimmten, in § 3 an- 
geführten Wertes der Kenngröße X = Ve ein Höchstwert 
der Empfindlichkeit als Grenzwert nahe erreicht wird, so daß 
eine weitere Vergrößerung von / oder u, oder eine weitere 
Verkleinerung von q nicht mehr vorteilhaft ist; von da an 
wird z. B. der Zuwachs an einfallender Energie im wesentlichen 
nurmehr zur Deckung der Strahlungsverluste aufgebraucht, 
und der elektrische Widerstand des Empfängers, der mit 
steigendem / und sinkendem q anwächst, wird nur vergrößert, 
ohne daß dem eine wesentliche Empfindlichkeitssteigerung ent- 
spräche. Es ist also sehr wohl der Fall möglich, daß es gar 
nicht besonders vorteilhaft ist, den Empfänger so auszudehnen, 
daß er die ganze zur Verfügung stehende Strahlung auffängt. 
Ist diese nicht begrenzt, so fehlen der Aufgabe ohnehin scharfe 
Randbedingungen; ist sie jedoch in der oben angedeuteten 
Weise beschränkt, so gelten unsere bisherigen Feststellungen 
nur insoweit, als der Empfänger durch Vergrößerung keine 
unbestrahlten Öberflächenteile erhält. Geht man darüber 
hinaus, so verliert man durch Erhöhung der Verluste an 
Empfindlichkeit (vgl. auch $ 6). 

Nach alledem gilt also hinsichtlich der Widerstands- 
verhältnisse, die ja in den Gl. (37), (38) nicht zum Ausdruck 
kommen, daß bei günstigen Konstruktionen extreme Wider- 
standswerte von selbst nicht auftreten. In diesem Zusammen- 
hang sei daran erinnert, daß man beim Entwurf von Strahlungs- 
empfängern höchster Empfindlichkeit Meßschaltung und An- 
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erfolgreiche Konstruktion z. B. beachten muß, zu welchen 
Eigenschaften der gewählte Typus des Anzeigers in seiner 
empfindlichsten Bauweise neigt. So ist es auch bei der Kon- 
struktion eines Strahlungsempfängers möglich, daß er für die 
gewählte Meßschaltung oder den gewählten Anzeiger ungünstige 
Eigenschaften, etwa verhältnismäßig kleine Thermokraft bzw. 
Widerstandsänderung, verbunden mit vergleichsweise geringem 
Widerstandswert, besitzt: in diesem Falle zerlegt man den 
Empfänger durch Längsschnitte in einzelne Streifen, die hinter- 
einander geschaltet werden. Mit der Anzahl der Streifen steigt 
dann z. B. der Widerstand quadratisch!), beim Thermoelement 
die Spannung linear. 

Schließlich ist noch darauf hinzuweisen, daß der zeitliche 
Verlauf von Zustandsänderungen, solange Gl. (13) und (15) 
gelten, gemäß bekannten Exponentialgesetzen erfolgt; ihre Zeit- 
konstante ist 


ou oul 


Damit ist auch die Anzeigegeschwindigkeit gegeben; der Ein- 
tluß der Stoffwerte und Abmessungen ist ohne weiteres zu er- 
kennen (G Gewicht in g). 


Er § 6. Der in der Mitte bestrahlte Empfänger 


Sehr häufig werden Strahlungsempfänger so ausgeführt, 
daß nur ein mittleres Gebiet der Länge bestrahlt wird, an das 
sich nach beiden Seiten gleich lange, unbestrahlte Strecken an- 
schließen; der bestrahlte und unbestrahlte Teil des Empfängers 
können sich auch in Abmessungen und Konstanten unter- 
scheiden. 

Zur Berechnung dieser Aufgabe sei die ganze Länge des 
Empfängers mit 21, die ganze Länge des bestrahlten Teiles 
mit 2a bezeichnet, und der Ursprungspunkt der z-Achse in 
die Mitte der Länge gelegt, vgl. Fig. 3. Wir unterscheiden 


1. Gebiet O0< <a; hier gilt 
t, u A, p; u, 
(40) t+ 0. 
2. Gebiet a< 2<l; hier gilt 
U 
da* 


1) Tatsächlich unwesentlich stärker, weil der Abstand zwischen 
den Streifen ein technisches Mindestmaß nicht unterschreiten kann; 
dieser bringt auch einen — Empfindlichkeitsverlust. 
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chen Randbedingungen für die simultanen Gl. (40), (41) sind: 
einer 5 
Kon: (42) für « =0 ist =0, 
r die fü . 
stige ürz=aıstr =r,, 
bzw. ‘ dt 
fir =a ist 2, q, 
den 
fir ist r, = 0. 
teigt Mit den bekannten Ab- 
ii x 
liche (21) b= yi. Qa Z 
(15) q Fig. 3. Zur Berechnung der in der Mitte 
Zeit- (35) g= Vodugq, bestrahlten Empfänger 
für jedes Gebiet mit entsprechendem Index, und mit Hilfe 
einer Konstanten 
(46) Q=14 Tg b,a-Tgb,(l- a) 
erhält man den Übertemperaturverlauf in beiden Gebieten zu 
A, Coj b, x 
ührt, AP, Cin b, (x — a) 
on An der Stoßstelle x =a geht bei einer Übertemperatur 
nter- (49) (1 

des ein Wärmestrom der Größe BEN, 
eiles 9. Tg b, a 

über, der Wärmestromleitw ei dort ist 


92 1 
61) t 
Fiir das Thermoelement ist die Ubertemperatur in ie 
Mitte x = 0 maßgebend; die thermoelektrische Spannung wird 

(62) 


on tabs 


1) Diese — in Ubereinstimmung mit der Berechnung des 
a erwirmten Stabes TTM. II, 10. 
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für das Bolometer kommt es auf die relative Widerstands. 
steigerung an; nach Gl. (38) ist diese 


tm, + tm, = dz+ ; 
a 
0 $2-b,a 


Cof b,l-a)-1 
5 bi- (Sind, (—a)— qb, a) |. 
Beide ER GI. (52), (53) qo möglichst groß werden; 
die Diskussion kann sich auf die Untersuchung der Größe Q 
Gl. (46) beschränken; mit wachsendem 2 steigen die Aus- 
drücke Gl. (52), (53). Die 10 Einzelgrößen in 


folgen damit wenigstens gruppenweise: man hat nämlich die 
Argumente der Tg so groß zu wählen, daß die Tg ihrem 
Höchstwert 1 nahekommen (Argumente größer als 2,3), und 
die davor geschriebene Wurzel so zu gestalten, daß ihr Zähler 
den Nenner überwiegt. Beide Forderungen sind im allgemeinen 
nicht ohne weiteres vereinbar; kennt man aber noch einige 
weitere Bedingungen oder Begleitumstände, so ist eine günstige 
Konstruktion mit Gl. (46a) meist leicht bestimmbar. Stehen 
z. B. bei einer gewählten Konstruktion die Tg-Argumente we- 
sentlich über dem zur Erreichung des Höchstwertes der Tg not- 
wendigen Werte, etwa durch den großen Wert der Größen o=o* 
beim Empfänger in Luft, so läßt sich aus Gl. (46a) leicht be- 
stimmen, wie weit man durch Verändern der Faktoren der 
Wurzel im Sinn einer Vergrößerung des Wurzelwertes die 
Empfindlichkeit steigern kann, und wie weit man ohne Schaden 
die Länge des unbestrahlten Teiles 1 — a verkürzen kann. Der 
andere Fall, daß die Größen o, A, u, q, über die ganze Länge 
des Empfängers konstant sind: g, = 9,, b, = b,, läßt sich 
ebenfalls leicht überblicken: aus Gl. (46a) folgt dann ohne 
weiteres der günstigste Wert der unbestrahlten Länge l!— a 
und, bei hinreichender Freiheit hierfür, auch die bestrahlte 
Länge a. 

Mit Hilfe der Ergebnisse dieses Abschnittes läßt sich nun 
auch die häufig vorliegende Frage beantworten, ob es bei einem 
als schmales Rechteck begrenzten Strahlenbündel (z. B. Spalt- 

bild, IURRENEEN u. dgl.) höhere Empfindlichkeit bringt, wenn 
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man diesen schmalen „Strahlenstreifen“ mit einem einzelnen 
Empfängerstreifen auffängt, dessen ganze Fläche genau die 
ganze Strahlung auffängt, oder ob es besser ist, eine Anzahl 
(hintereinander geschalteter) Empfängerstreifen rechtwinklig zu 
dem Strahlenstreifen zu legen, die dann alle nur in ihre Mitten 
bestrahlt werden. Allgemeine Aussagen lassen sich hierfür 
natürlich kaum gewinnen, doch bildet man sich bei der Über- 
sichtlichkeit der zu benutzenden Gl. (37), (38), (52), (53) dann 
leicht ein Urteil, wenn die Ausdehnung des Strahlenstreifens, 
einige technische Daten für den Empfänger und nicht zuletzt 
einige Angaben über Meßschaltung und Anzeiger vorliegen.') 


$ 7. Der allgemeine Strahlungsempfänger 
(Beispiel: Thermorelais) 

Die vorhergehenden Abschnitte hatten Strahlungsempfänger 
unter technisch wichtigen Grenzbedingungen behandelt; diese 
und manche weiteren Aufgaben sind als Sonderfälle aus der 
allgemeinsten Aufgabe ableitbar, bei welcher der Strahlungs- 
empfänger irgendwo einen bestrahlten Abschnitt seiner Länge 
besitzt; die unbestrahlten Stücke werden im allgemeinen nicht 
gleiche Länge haben; auch rechnet man zweckmäßig mit ver- 
schiedenen Werten der Größen o, 2, u, q in den sich so er- 
gebenden drei Gebieten. Mit dieser Aufgabe kann man die 
Frage nach dem Ubertemperaturverlauf vereinigen, falls der 
bestrahlte Abschnitt des Empfängers sich in konstanter oder 
auch veränderlicher Länge über die ganze Länge des Empfängers 
verschiebt, und weitere derartige Aufgaben. Sie alle vereinigen 
sich in dem in Fig. 4 angedeuteten Problem. 


ER! 
2% 


Fig. 4. Zur Berechnung der allgemeinen Strahlungsempfänger x i = 


Es gilt im ersten, unbestrahlten Gebiet 0 < x < z,: fet 


d?r, 


(54) de Fr T, = 0; 


1) Verlangt z.B. die Natur des Anzeigers einen verhältnismäßig 
hohen Widerstand, und ist das Strahlenbiindel ziemlich eng begrenzt, so 
kann eine Kette nur teilweise bestrahlter Empfänger dann vor dem 
Einzelempfänger vorteilhaft sein, wenn man für diesen zu extrem kleinen 
Materialstärken gezwungen würde. 
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im zweiten, bestrahlten Gebiet <e<z: 


‘ 2 2 0a 
im dritten, unbestrahlten Gebiet 2, < x < I: a 
d x* i,q, * 


Zur eindeutigen Bestimmung der Zustände sind die folgenden 


Grenzbedingungen notwendig und hinreichend: 


(57) fir s=0 ist tr, =0, 
(58, 59) fir ist r,=7, und = 
(60, 61) fir ist r,=7, und 4, 472 = 
(62) für zei ist r,=0. 


Daraus ergeben sich die sechs Integrationskonstanten in einem 
System von Gleichungen verknüpft, weil die Differential- 


gleichungen (54), (55), (56) simultan gelten. Man kann nur 
hoffen, die Integrale in übersichtlicher Form zu erhalten, 
man von zweckmäßigen Abkürzungen Gebrauch macht. 
Anwendung des schon häufig benutzten Ausdruckes 


(21) b= 1/<*, 


für jedes Gebiet mit entsprechendem Index geltend, w 
darum die folgenden Konstanten eingeführt: 


(63) 

(64) Vi b, 2, , 
(65) y = Sin b, z,, 


(66) Coj b, 
(67) Gin db, z,, 
(68) = Coj b, x, , 
= b, x, — Gin}, a, 


- Coj b, x \ 
0 e Og 43 Us 45 Gin b, : 3 Ly 
(4 ) “= ut Ig Ly — 
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Stellt man aus diesen Konstanten die folgenden algebraischen, 
stets von Null verschiedenen Ausdrücke her: 


1) 
(74) N= 


so läßt sich der Ubertemperaturverlauf in den drei Gebieten 
in folgender Weise darstellen: 


_Ap (yM+ON) 
( ) Sin 


A 
(76) t= {1 Gof b, x += Sin b, el, | 


2 
A,p, (EM+nN 
| ) + Sin b, zr}. 
Aus diesem Ergebnis lassen sich wohl die meisten Aufgaben 
aus der Berechnung von Strahlungsempfängern ableiten. 

Als Anwendung sei der durch 


(78) b, = b, = b, = b 


gekennzeichnete Sonderfall näher ausgeführt. Er trifit z. B. 
dann zu, wenn man mit über die Länge konstanten Werten 
von o, A, u, q rechnen kann. Führt man diese Gl. (78) in (63-.- 77) 
ein, so erhält man für den Übertemperaturverlauf in den drei 
Gebieten aus den allgemeinen Ausdrücken Gl. (75---77) die 
leichter zu übersehenden 


(75) T, 


(77) 


[== {1 — Cof bx, - Cof bx 

(80) 
+ (Sin bz, — = =) Sin b a} 

(81) (Gof x, — {Gof b « — 
Ein naheliegendes Beispiel ist die Anwendung dieses Er- Ey 


gebnisses auf das sogenannte Thermorelais. Dies besteht e- 
kanntlich aus einem gestreckten Thermoelement mit über die + 
Länge konstanten Abmessungen u, q [die Konstanten o, A setzt 
man, mit der in Anschluß an Gl. (35, 36) erörterten Berech- i 
tigung ebenfalls konstant über die Länge], und zwei inneren 
Kontaktstellen, einer bei !/,, einer ®/, der ganzen Länge. Die 
Spannung ist dann der Differenz der Übertemperaturen an 
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beiden Stoßstellen proportional; sie verschwindet, wenn das 
Thermoelement in der Mitte der Länge, und natürlich, wenn 
es gar nicht bestrahlt wird, sie ist also zuerst eine steigende, 
dann eine fallende Funktion der Wanderung des Lichtstreifens 
aus der Mitte heraus. Man erhält die Spannung (und damit 
den Ausschlag am Sekundärgalvanometer) als Funktion der Lage 
des Lichtstreifens (z. B. seiner Mitte) aus der Differenz der 
Übertemperaturen für «= }1= const und z = 3lconst, die 
je nach Lage des Lichtstreifens aus Gl. (79, 80, 81) zu be- 
rechnen sind. Die Größen z,, x, dieser Gleichungen sind bei 


Annahme eines Lichtstreifens konstanter Breite x, — x, = cons 
laufend von z,=0 bis z, = zu verändern. Man kann dann 
den linearen Bereich des so gewonnenen Skalencharakters ab- 
schätzen. 

Beispiel: Thermorelais im Vakuum aus Manganin und Kon- 
stantan, ganze Länge 1 cm, Dicke 1 u, Breite 0,5 mm, damit 
b=5,15 cm™!; Lichtstreifenbreite z, — 2, = 2 mm = const. 
Kontaktstelle I bei x = 0,251, Kontaktstelle II bei x = 0,751, 
Fig. 5 zeigt den Ubertemperaturverlauf an den beiden Kontakt- 
stellen z,, z,, und den Skalencharakter z, — r,, als Funktionen 
der Stellung der Mitte des Lichtstreifens. Hier kann man 
also mit gut linearer Skala bei Wanderung der Mitte des 
Lichtstreifens um rund + 0,21 aus der Mitte des Thermorelais 


heraus rechnen. 


Karlsruhe, Juli 1932 


(Eingegangen am 4. Oktober 1932) 
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V. Petrtilka. Längs- und 1 Biogungeschingunge usw. 


 Ldéngs- und Biegungsschwingungen 
Turmalinplatten 
Von V. Petrzilka 


(Mitteilung aus dem Heinrich-Hertz-Institut für Schwingungsforschung) 


(Mit 36 Figuren) 


Bei der näheren Untersuchung der Schwingungen von 
Quarzplatten ergeben sich sehr komplizierte Schwingungsformen 
und Frequenzverhältnisse. Weil die elektrischen Achsen beim 
Quarz senkrecht zur optischen Achse stehen, sind die Quarz- 
platten normalerweise immer so geschliffen, daß die Platten- 
ebene die optische Achse enthält. Nun ist aber in allen die 
optische Achse enthaltenden Ebenen der Elastizitätsmodul 
nicht konstant; trägt man nämlich vom Mittelpunkt aus die 
den jeweils betrachteten Richtungen entsprechenden Elastizitäts- 
moduln als Vektoren auf, so bekommt man eine Kurve, die 
ein Maximum und ein Minimum des Elastizitätsmoduls auf- 
weist. Tatsächlich wurde von Meißner!) und neuerdings 
von Straubel?), sowie von Wright und Stuart?) nach- 


const 


Ania gewiesen, daß diese beiden Richtungen des maximalen und 
ar minimalen Elastizitätsmoduls bei Quarzplatten als Schwin- 


gungsrichtungen bevorzugt sind; so wurden die älteren Er- 
Kes gebnisse von Hund‘), der gezeigt hatte, daß eine kreisförmige 
wi Quarzplatte in ihrer Ebene in Schwingungen zweier verschiedener 
sell Frequenzen versetzt werden kann, bestätigt und erklärt. 
751 Anders sind die Verhältnisse beim Turmalin, bei dem die 
i optische Achse mit der elektrischen Achse zusammenfällt. 


— Schleift man aus einem Turmalinkristall eine Platte senkrecht 
ane zur elektrischen (= optischen) Achse, so ist der Elastizitäts- 
& modul in der Plattenebene konstant; man kann also erwarten, 
dlels daB eine solche Platte sich in bezug auf die Schwingungen 


in ihrer Ebene ebenso wie eine isotrope Platte verhalten wird. 
Wählt man die Umrandung kreisförmig, so sollte man bei 
einer solchen Platte die Längsschwingungen, d. h. die Schwin- 
gungen in der Ebene der Platte, in Übereinstimmung mit der 
Loveschen®) Theorie ($. 497) finden, und die Biegungsschwin- 
gungen nach der Kirchhoffschen*) Theorie bekommen. 
Beide, Schwingungsarten wurden bei den Turmalinplatten 
in guter Übereinstimmung mit der Theorie gefunden. 
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Elastische und piezoelektrische Eigenschaften 
der Turmalinplatten 


Turmalin gehört — ebenso wie Quarz — dem trigonal 
System an, für welches die Elastizitätsfläche nach Voigt’) 
(S. 750) durch die Gleichung 

1 
= - cos? p)?+ cos* + (Sy, + 28,5) 4 


- cos? p(1 — cos? g) — 28,, sin® cos @ cos 3 


gegeben ist. In dieser Gleichung 
bedeutet E den Elastizitäts- 
modul (Youngscher Modul), 
die Bedeutung der Winkel # 
und @ ist aus der Fig. 1 ersicht- 
lich. Die Dehnungskoeffizienten 
haben nach Voigt) für bra- 
silianischen tiefgriinen Turmalin 
folgende Werte: 


=  3,985.10-13 
S45 =  6,24-10-3 
15,18-10-8 


s,, = — 1,08.10-13 
s.. = — 0,163-10-13 


514 = 0,581-10—18 


im cmgsec-System. 

Die Poissonsche Konstante o ist auf Grund der all- 
gemeinen Gleichungen für die elastischen Konstanten der 
äolotropen Körper (Love°), S. 107) neuerdings von Wright 
und Stuart?) für Quarz berechnet und durch die Gleichung 


1 
o=— {s,5 + + 593 — 84, — 25,,) cos? sin? 2 
+ — 5) Sin? sin? + 5,,[— cos? sin 4 cos3t 
+ 2sin? wy sin 2 cos 3 


(3) 
+ 2sin2 wsin (2 cos? m — sin? g) sin 3 

= + + S33 — 844 — 2 8,5) 

— (2511 — 5, — 08’ p — ‚sin’g cos p cos 3 #] 


dargestellt worden. Dieselbe Gleichung gilt fiir alle Kristalle 
des trigonalen Systems, also auch für Turmalin; man braucht 
nur die entsprechenden Konstanten [Gl. (2)] einzusetzen. 
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Bei den Versuchen wurden Turmalinplatten von der Firma 
Zeiss, wie sie neuerdings von Straubel?) für die Steuerung 
kurzer und ultrakurzer Wellen entwickelt worden sind, ver- 
wendet. Alle Platten waren kreisförmig, senkrecht zur op- 
tischen Achse (Z-Achse) geschliffen, so daß ihre Ebene mit 


der XY-Ebene zusammenfällt. Weil in dieser Ebene = 
ist, ist der Elastizitätsmodul konstant, und zwar ist 


(4) E.= = 2,51. 101? (in cemgsec-System); 

il 
die Abmessungen und die entsprechenden Wellenlängen der 
Dickenschwingungen der 6 benutzten Platten sind in der Tab. 1 
zusammengestellt. 


Tabelle 1 


: Dicke Radius a Wellenlänge 
Turmalinplatte 

I 0,115 0,535 | 914 

I | 0,242 0,510 1940 

II 0,251 0,500 19,97 

IV | 0,494 0,515 | 39,80 

V 0,500 0,702 40,05 

VI | 0,773 0,600 61,68 — 


of 
vo 


Fig. 2 


Fig. 3 


Auch die Poissonsche Konstante o hat in der Ebene der 
Platte nach Gl. (3) einen konstanten Wert = = = 


(5) om — os 0,258. 


Ü 


‘ 


Die piezoelektrische Fläche wurde ebenso wie eine Elasti- 
zitätsfläche von Voigt?) (S. 867) berechnet. Fig. 2 zeigt die 
Schnittkurve dieser Fläche mit der YZ-Ebene. Die Fläche 
liegt nicht in ihrer ganzen Ausdehnung oberhalb der XY- 
Ebene, d. h. der Ebene der Turmalinplatte. Die kleine Durch- 
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dringung der Fläche macht sich im Maßstab der Fig. 2 gar 
nicht bemerkbar und ist besser in ihrer Schnittkurve mit der 
XY-Ebene zu übersehen (Fig. 3), Längs jeder Schleife dieser 
Kurve, die im 3-fachen Maßstab der Fig.2 dargestellt ist, 
durchdringt d a e Fläche die XY-Ebene. 


a) Theorie von Love 

Um die Resultate der Theorie von Love an dieser Stelle 
in möglichst einfacher Weise zu reproduzieren, sind im folgenden 
die Grundgleichungen kurz zusammengestellt: 


Love geht von dem Ansatz aus, daß die Spannungs- 
resultanten 7T,,T,,S, durch die Näherungsformeln 


T = 2Eh [du 5) T = 2Eh [dv du 

und die Bewegungsgleichungen in der Form | 
() Get gy Ge tay = se 
oder 

8) lists" at? 
\ 1 au e(l—o%) 


gegeben sind; darin bedeutet E den Elastizitiitsmodul, o die 
Poissonsche Konstante, o die Dichte, 2h die Dicke der 
Platte, vu und v die Verschiebungskomponenten. Schon aus 
Gl. (8) ist ein wichtiges Resultat der Theorie zu ersehen, näm- 
lich daß die Frequenz der Längsschwingungen unabhängig von 
der Dicke der Platte ist. 

Unter der Annahme, daß die Flächendehnung p und die 
Drehung « mit den Verschiebungskomponenten durch die 
Gleichungen 

Ou dv 9 dv ou 


a de 1-09) au 


+(1 - 18-8 


win 
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gar darstellen. Für den Fall der kreisförmigen Platte ist es am 


it der zweckmäßigsten, zu den Polarkoordinaten r,@ mit dem Ur- 
dieser sprung im Mittelpunkt des Kreises überzugehen. Sind U, V 
It ist, die Projektionen der Verschiebung eines Punktes der Mittel- 


ebene auf den Radiusvektor und auf die zum Radiusvektor 
; senkrechte Gerade, dann sind 
(10) u=UcosO—VsinO, 
97, v 1a 
Die zu irgendeinem Kreis r = const gehörigen Spannungs- 
resultaten 7,S sind dann durch 


ungs- 
’ 2Eh [aU U 1 oV 
» 
| g = EA [av _ 
l+o|ér r r 6 | 
gegeben. 
Die Schwingungsgleichungen (8) lauten schließlich Br 
4 (13) Ap de= E 7. 
mit den Randbedingungen 
Fr bei freiem Rande (a Radius der Randlinie, d.h. der Platte we 4 
ay Setzt man 
U =U. (cosnO + sinnO) cos at, : 
ae 
> die lV =} „(sinn — cosn@) cos wt, 
der wobei U, und V, nur Funktionen von r sind, und schreibt man 
aus 2 
(16) zx? = o(1 — o°) , #%=20(1+ 0) 
die 17) p = A’ (xr) (cosnO + sinn®) cosot, Ane 
( 
; e= BJ r\(sinnO — cosnO) coswt, 
die n 


wo A’ und B’ Konstanten bedeuten und J, die Besselsche 
Funktion n-ter Ordnung bezeichnet; aus den Gl. (11) folgt, daß 


os E 2 (cosn@ + sinn@) cos mt, 
(18) dr 


lv =— In " +B — >| (sinn — cosn ©) cos wt 


: 


br 
ur 
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ist. Fiir die experimentellen Folgerungen miissen wir drej 
Arten von Schwingungen unterscheiden, die wir im weiteren 
als Schwingungstypen A, B und C bezeichnen wollen. 


b) Schwingungen des Typus A 


Es können freie Schwingungen entstehen, bei denen V 
verschwindet und U von @ unabhängig ist; dann ist nach den 
Gl. (11) die Amplitudengleichung 


(19) U= 4'J, (xr) cos mt 
und nach den Gl. (14) die Frequenzgleichung 
d J, (xa) + o J, (ea) = 0 

Ca x da a 
oder 

(20) = (1 — 


Bezeichnet man die Wurzeln dieser Gleichung mit 4, 
so ist die Frequenz der Schwingungen des Typus A nach der 
Gl. (16) durch 

@ / E 


9 = = 
(21) Qn 2na (1 —o*) a 


gegeben, wenn man den Proportionalitätsfaktor mit A, be- 
zeichnet. Zu jedem Werte von x, bzw. x, kann man ferner 
diejenigen Werte von r berechnen, die kleiner als a sind und 
Wurzeln von J, (xr) sind; diese Werte von r sind dann die 
Radien der Kreise, die auf der schwingenden Platte die Knoten- 
linien bilden (19). 

Bei einer Turmalinplatte ist in der Ebene der Platte nach 
Gl. (5) die Poissonsche Konstante « = 0,258, also die Wurzeln 
der Gl. (20) gleich 


(22) x, = x,a = 2,02; 5,38; 8,57; 11,73; 14,88;... 


Berechnet man die Radien fiir entsprechende Werte von m, so 
bekommt man 


Tabelle 2 


0 
0 | 0,712 

0 | 0447 | 0,819 

0 | 0326 | 0597 0,865 
0 | 0257 | 0472 | 0,683 


© 


a, der 


Radius der Platte, ist gleich ı gesetzt. 
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Schwingungen dieser Art wurden an den Turmalinplatten 
bei den in der Tab. 3 zusammengestellten Frequenzen beob- 
achtet. Die Turmalinplatte wurde auf eine metallische Platte, 
die als eine Elektrode diente, gelegt, die andere Elektrode 
wurde der Platte gegenübergestellt und die beiden Elektroden 
parallel zum Schwingungskreis eines kleinen, selbsterregten 
Senders (mit der Röhre Telefunken RE 134) geschaltet. 


Tabelle 3 


Platten | 1 Il m | iv Vv VI 
fkHz | 596 | 626 637 619 | 453 | 588 
f, kHz 1562 | — | 1665 | 1627 | 1191 | 1382 
f, kHz 2488 = 2642 | 2574 | 1875 | 2208 


Die Figg 4—7 zeigen die Knotenlinien, die sich bei der 
Grundfrequenz (m = 0) an verschiedenen Platten ausgebildet 
haben. Bei der Platte V und VI (Fig. 4) war das ein Knoten- 
punkt, wie die Theorie verlangt. Je diinner die Platte war, 
um so mehr Knotenkreise bildeten sich (Figg. 5—7), wobei die 
Platten an ihrer anderen Seite bei derselben Frequenz ein 
komplementares Bild zeigten (Figg. 8—10). Dasselbe wurde 
auch bei der ersten Oberwelle (m = 1) der Platte V und VI 
beobachtet (Figg. 11—14). 

Weil die Oberwellen der Platten mit kleinem Durchmesser 
(Platte I, III, IV) in das Gebiet der Kurzwellen fallen, wo 


Oberwellen verschiedener Schwingungsarten dicht nebeneinander _ 


liegen, so daß es fast unmöglich ist, die richtige zu finden, 
wurden die höheren Oberwellen nur bei der Platte V weiter 
verfolgt. Die Figg. 15—17 zeigen die zweite, dritte und vierte 
Oberwelle, wobei sich neben den Kreisen noch Striche als 
Knotenlinien ausgebildet haben, so daß manchmal das Bild 
die dreizählige Symmetrie aufweist. Mißt man aus den Bildern 
die Radien der Knotenkreise und bezieht man diese auf den 
Radius a = 1, so bekommt man mit der berechneten Tab. 2 
folgende Gegenüberstellung: 


Tabelle 4 


fnkHz kHz ‘ | 


berechnet beobachtet 
2 1830 1875 0 0,44 0,82 
3 2500 2570 Me 0,32 | 0,61 0,86 
4 3160 3270 | 0 | 0,25 0,46 0,69 0,91 
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Was die Frequenzgleichung betrifft, so wurde die Theorie 
vollkommen bestätigt. Nach der Gl. (21) muß das Produkt 


a= A, = const 
m 


m 


und unabhängig von der Dicke der Platten sein. Daß dieses 


Kr Gesetz sehr gut erfüllt ist, zeigt die folgende Tab. 5, die aus 
. der Tab. 1 und 3 zusammengestellt ist, wobei f, in kHz und a 
. in Zentimetern gemessen worden ist. 


Tabelle 5 


Platte | A, A, 

I 319 836 1332 
318 833 132200 
IV 319 838 13270 
V 318 837 0 
VI 317 829 1326 

Mittel 318,2 834,6 1323 


; Setzt man in die Gl. (21) E und o nach (4) und (5) 

x, nach (22) und o = 3,1 g/em® nach den Angaben von Straubel 
i. ein, und vergleicht man mit der Tab. 5, so bekommt man fiir 
mi die Frequenzen der Grundwelle und der zwei ersten Oberwellen 


Berechnet: (semessen: 
99,5 318 
Vom Vom 
23) fi f, = un: 
Gon 
27 ‘ 
fo uns fo = 
cm Vom 


Bei der Grundfrequenz ergibt sich zwischen dem gemessenen 
und dem berechneten Wert ein Unterschied von 6°/,, bei der 
ersten Oberwelle von 4,5°/, und von 4°/, bei der zweiten. 
Worauf diese Differenz, die man nicht durch die Meßfehler 
bei Frequenzmessung erklären kann, zurückzuführen ist, ob 
auf die Ungenauigkeit in der Bestimmung von E, o und o oder 
auf die Theorie selbst, ist schwer zu sagen. 

Die Schwingungsform scheint durch die piezoelektrischen 
Eigenschaften des Turmalins beeinflußt zu sein. Die Platte II 
ist bei der Grundfrequenz f, = 626 kHz gesprungen; dabei 
stellte sich heraus, daß die Risse gegeneinander um 120° bzw. 
60° verschoben sind (Fig. 18). Die Schnittkurve der piezo- 


elektrischen Fläche mit der Plattenebene (Fig. 3) zeigt, daß 
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die Kichtungen, in welchen diese Fläche die Plattenebene 
durchdringt, gerade Winkel von 120° miteinander bilden, 
Straubel?) hat an einer im Minimum des Elastizitätsmoduls 
angeregten Quarzplatte gezeigt, daß diese gerade in den Rich- 
tungen des kleinsten Elastizitätsmoduls, also der größten 
Amplitude, auseinandergeflogen ist. Weil es sich bei der Tur- 
malinplatte um Schwingungen in der Richtung des Radius 
handelt, könnte man daraus schließen, daß eine solche Platte 
in 3 um 120° verschobenen Richtungen mehr beansprucht ist 
als an anderen Stellen, was nur auf die Art der Erregung 
zrückzuführen wäre, weil der Elastizitätsmodul in der Ebene 
der Platte konstant ist. 


An Quarzplatten wurden Schwingungen dieser Art bei ag > 
zwei verschiedenen Frequenzen Fe = 
135,7 191,5 
(24) kHz und max kHz 


schon von Hund*) beobachtet. MeiBner’) und neuerdings 
nochmal Straubel?), sowie Wright und Stuart?) haben ge- 
zeigt, daß diese Zweiwelligkeit durch Unhomogenität des Elasti- 
zititsmoduls in der Plattenebene verursacht ist, und daB die 
Schwingungen in der Richtung des kleinsten bzw. größten 
Elastizitätsmoduls verlaufen. Bei einer senkrecht zur elek- 
trischen Achse geschliffenen Quarzplatte ist der Wert des 
kleinsten bzw. größten Elastizitätsmoduls E = 0,691 . 1012 bzw. 
1.285.102? im cmgsec-System, die zugehörigen Werte von o 
nach Gl. (3) 0,138 bzw. —0,02 und die entsprechenden 
Wurzeln x, der Gl. (20) 1,94 bzw. 1,83. Mit diesen Werten 
ergibt sich 

Für die N in der Richtung des kleinsten Elasti- 
zitätsmoduls unterscheiden sich der berechnete und der ge- 
messene Faktor um 15°/,, bei den Schwingungen in der Rich- ns 
tung des größten Elastizitätsmoduls nur um 6°/,. 

Meißner!) hat auf einer kreisförmigen Quarzplatte vom 
Durchmesser 1,5 cm diese beiden Schwingungsarten bei den 
Frequenzen 180 und 258,5 kHz beobachtet. Berechnet man 
diese nach Gl. (25), so bekommt man 210 (15°/,) und 271 kHz 
(5°/,), mit fast derselben Differenz, wie bei den Hundschen 
Beobachtungen. Auch die Ergebnisse von Straubel?), der auf 
einer Quarzplatte vom Durchmesser 3,5 cm diese Schwingungen 
bei 77 und rs kHz festgestellt hatte, zeigen mit berechneten 
Werten 90,8 (15°/,) und ‘116 kHz (6 °/,) denselben Unterschied. 
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Es scheint also, daß der Schwingungsvorgang wenigstens in 
der Richtung des kleinsten Elastizitätsmoduls doch nicht so 
einfach verläuft, und daß man also die Theorie von Love‘) 
nicht ohne weiteres anwenden darf. Bar oly 

ce) Schwingungen des Typus 


Ganz entsprechend wie im Falle b) kann man Schwingungen 
erhalten, bei denen U verschwindet und V unabhängig von © 
ist; die Amplitudengleichung ist nach Gl. (11) durch 


(26) («'r)coswt 
und die Frequenzgleichungen nach GI. (14) durch 
a) _ _ 


= 0 


q 
7 E 


xa 
gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichungen sind 
= *, @= 5,14; 8,42; 11,62; 14,80;... 
die weiteren Wurzeln sind mit größerer Genauigkeit als 1°/, 
durch die Wurzeln der J,(x’a)-Funktion gegeben. Die Fre- 
quenz selbst ist nach Gl. (16) 


Im E Bn 
(28) In Ina 


wobei B eine Konstante ist. 


Erklärungen zu Figg. 4—35 


Fig. 4. Platte VI; 528kHz. Fig. 19. fy= 762 kHz. 
Fig. 5. Platte IV; 619kHz. Fig. 20. Platte VI = 1250 kHz. 
Fig. 6. Platte III; 637kHz. Fig. 21. 1728 kHz. 
Fig. 7. Platte I; f= 596kHz. Fig. 22. fs = 2195 kHz. 
Fig. 8. Platte IV; &= 619kHz. Fig. 23. Platte V; f,= 297 kHz. 
Fig. 9. Platte III; f,= 637kHz. Fig. 24. Platte VI; = 406kHz. 
Fig. 10. Platte I; = 596kHz. Fig.25. Platte VI; f,= 533kHz. 
Fig. 11. auf einer Fig. 26. Platte VI; f,= 634kHz. 
Fig. 12 | Platte Vv Fig. 27. Platte VI: /,= 845kHz. 

f,=1191kHz. Fig. 28. Platte VI; /,= 869kHz. 


Fig. 13. auf einer Fig. 29. Platte VI; i. 901 kHz. 
| Fig. 30. Platte VI; / =1322kHz. 
5 f,=1382kHz. Fig.31. Platte VI; f =1622kHz. 
g. 15. fe=1875kHz. Fig. 32.| » f =1487 kHz. 
Fig. 16. | Platte kHz. Fig. 33. | Platte VI) = 993kHz. 
Fig. 17. fı=3270kHz. Fig. 34. | pjatte yy | 1553 kHz. 
Fig. 18. ; fo= 626kHz. Fig.35.|° f =1514kHz. 
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Die Knotenlinien sind wieder Kreise mit den Radien, die 
schon in der Tab. 2 zusammengestellt sind. 

Auch diese Art von Schwingungen wurde bei den Turmalin- 
platten bei den in Tab. 6 zusammengestellten Frequenzen ge. 


Besonders zu bemerken ist, daB diese Schwingungen 


sich nur dann, und zwar sehr leicht erregen lassen, wenn die 
Platte ein wenig iiber die untere Elektrode hinausragt. Liegt 
die Platte mit ihrer ganzen Fläche auf der unteren Elektrode, 
dann kann man Schwingungen dieser Art überhaupt nicht oder 
nur sehr schwer erhalten 


Tabelle 6 


Platte 


II 


923 
1507 
2085 
2690 


| IV | V VI 
895 652 | 762 
1463 1077 | 1250 
2015 1500 1728 
2565 1902 2195 
_ 2290 2705 


Die zugehörigen Staubfiguren sind für die Platte VI in 
den Figg. 19—22 wiedergegeben. Auf den ersten Blick ist 
die dreizählige Symmetrie auffallend; besonders interessant 
sind die drei Knotenradien, die von der Mitte der Platte aus- 
gehen und um 120° verschoben sind. Diese Knotenradien 
sind für Schwingungen dieser Art charakteristisch; sie treten 
nicht nur bei der Grundwelle und allen Oberwellen einer Platte 
auf, sondern wurden bei allen Platten beobachtet. Eigentlich 
sollten nach der Theorie bei den Schwingungen des Typus 4 
und B dieselben Bilder als Knotenkreise auftreten, aber man 
sieht beim Vergleich der Figg. 4—17 mit den Figg. 19—22 
sofort den ganz anderen Charakter der beiden Bildergruppen, 
der auch im Moment des Entstehens der Lycopodiumfiguren 
ersichtlich wird. 

Es wurde darauf verzichtet, die Anzahl der Kreise und 
ihre Radien mit der Theorie (Tab. 2) zu vergleichen, weil, wie aus 
den Bildern ersichtlich, die Kreise nicht gut ausgebildet sind. 

Dafür ist die Frequenzgleichung in diesem Falle besser 
erfüllt, als bei den Schwingungen des Typus A. Das Gesetz 


B, = const 


und unabhängig von der Plattendicke wurde auch bei diesen 
Schwingungen bestätigt (Tab. 7). Die Frequenz f, ist in kHz, 
der Radius a in Zentimetern zu messen. 
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an, die 


Tabelle 7 


malin. Platte B, B, B, B, 
ungen ll 461 | 758 1042 
nn die IV 461 754 1046 |, 1322 | _ 
Lie V | 458 | 756 1052 1336 | 1608 
Sen . VI | 457 | 750 | 1038 | 1319 | 1621 
. 
k odes Mittel 459 753 |. 1044 | 1381 | 1614 
Auf Grund der Gl. (4), (5) und (28) kann man B, berechnen, _ 
und mit den experimentellen Werten vergleichen. So be- 
= Berechnet: Gemessen: 
| 5¢ 
Gon Gem 
2 3 on 
cm B cm 
VI in 1334 1331 
f, = kHz 
ssan z 
1629 > 1614 
aus- 
reten Bei dieser Schwingungsart stimmt die berechnete mit der 
latte gemessenen Frequenz sehr gut überein; die Abweichungen sind _ 
ıtlich bei der Grundfrequenz und bei allen Oberwellen kleiner als 1°/,. 7 
us A Ein Vergleich dieser Schwingungen mit entsprechenden — 
man Schwingungen der Quarzplarten ist bisher nicht möglich, wel _ 
—29 diese beim Quarz noch nicht beobachtet worden sind. Zu 
ppen, d) Schwingungen des Typus C 
a Bei dem dritten Fall kombinieren sich die beiden vorher _ 
beschriebenen Schwingungsarten. Setzt man U und V nach © 
und Gl. (18) in die Gl. (14) ein und eliminiert man das Verhältnis 
ind A/B, so bekommt man die Frequenzgleichung in der Form 
sin 


+ (#- PAC 


d 
esen eo) 2 (x’ 2n 
der Physik. 5. Folge. 15. 58 


— 
% 
id 
a 
‘J 
= 
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Aus dieser Gleichung ist wieder zu sehen, daß die Fre- 
quenz unabhängig von der Dicke und indirekt proportional 
dem Durchmesser der Platte ist. Diese Gleichung scheint 
aber zu kompliziert zu sein, als daß es sich lohnte, die Wurzeln 
der Gleichung zu berechnen, besonders wenn man nicht weiß, 
wie sich die experimentell aufgenommenen Bilder der Knoten- 
linien [wie im Falle c)], von den aus der Amplitudengleichung 
berechneten unterscheiden werden. Die Knotenlinien können 
bei der schwingenden Platte nach Gl. (18) dort entstehen, wo 


| cosnQ+sinn0=0, sinnO—cosnO=0 
31) und 
r? dr dr 
ae ist. Es wurde also weiter experimentell untersucht, ob doch 


noch eine andere Art von Schwingungen existiert, bei denen 
die Frequenz unabhängig von der Dicke und indirekt propor- 
tional dem Durchmesser ist. Solche Art von Schwingungen, 
die in dem nächsten Kapitel näher beschrieben ist, wurden 
wirklich gefunden; ob es sich dabei aber um Schwingungen 
vom Typus C handelt, konnte man nicht entscheiden. 


; 4 
x 
e) Andere Arten von Schwingungen 


Neben den Schwingungen des Typus A und B wurde 
Br, experimentell noch eine andere Art von Schwingungen bei 
den in der Tab. 8 zusammengestellten Frequenzen (in kHz) 
gefunden. Unterhalb der Frequenz f, wurde keine Schwingung 


dieser Art mehr beobachtet. 


Platte | hi | fe fs Is fs f: 

= 
ar I 389 457 | 600 718 | 949 983 1021 
u Im 417 | 489 | 641 | 766 | 1023 | 1054 1091 
| 406 | | | 74 | 998 | 1023 | 1061 
FR {ae 348 | 457 543 727 750 777 
Be 345 406 533 634 | 845 869 901 


quenzen dieselben Staubfiguren, nur bei den dünneren Platten 
sind sie manchmal ein wenig komplizierter; Figg. 23—31 zeigen 
di 


ei 


aus 
wu 
| ve 
| 
nu 
| 
| 
oe = Auf allen Platten bilden sich bei den entsprechenden Fre- 
| 
T 
2 
| 
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Schwingungen in gréBerer Anzahl. Die hier wiedergegebenen 
Bilder, die besonders interessant schienen, wurden willkiirlich 
ausgewählt. 
ausbilden, wenn die Platte mit ihrer Fläche nicht ganz auf 
der Unterlage (untere Elektrode) liegt. 

Daß auch bei dieser Art von Schwingungen die Frequenz 
indirekt proportional dem Radius der Platte ist, also das Gesetz 


(32) S„ «a = C,, = const 


gilt, ist aus der Tab. 9 zu ersehen. Die Abweichungen der 
einzelnen Werte von dem Mittelwert der Konstante C, sind 
bei allen Frequenzen kleiner als 1°/, und sind durch Meb- 
fehler bei der Frequenzmessung verursacht. Die Frequenz 
wurde in kHz, der Radius in Zentimetern gemessen. 


Tabelle 9 


Platte | | | C, C, Cs C, 
| 

I 208 | 244 | 321 | 384 | 508 526 | 546 

Ill 208 244 | 320 382 512 527 545 

IV 209 243 320 | 383 511 527 | 547 

V | 208 244 321 381 511 526 | 546 

VI 207 | 243 320 381 510 522 | 54 


Mittel 208 | 243,6 | 320 | 382,2 | 5104 525 545 

Neben dieser Art von Schwingungen existiert noch eine 
ganze Reihe von anderen möglichen Schwingungen. Eine 
Sorte von Schwingungen gibt Bilder mit Knotenlinien, wie in 
Figg. 32 und 33 dargestellt, und die den Biegungsschwingungen 
verwandt zu sein scheinen. Einen ähnlichen Fall zeigt auch 
Fig. 34. Interessant sind auch die in Fig. 35 gezeigten Schwin- 
gungen. Diese ähneln wieder, besonders durch ihre Ent- 
stehungsweise, den Schwingungen des Typus 4; sie bilden auch 
nur Kreise oder Kreise mit einem Knotendurchmesser. Es 
ist bisher nicht gelungen, alle diese Schwingungen irgendwie 
einzuordnen; weitere Untersuchungen in dieser Richtung sind 
im Gange. 


3. Biegungsschwingungen 


Weil die Frequenz der Biegungsschwingungen je nach 
den Abmessungen der Platte sehr tief, sogar im Gebiete der 
Tonfrequenz liegen kann, gelang es schon Savart!®), in ver- 


Die Bilder lassen sich nur dann besonders gut 


schiedenen Richtungen zur optischen Achse geschliffene Quarz- _ 
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platten im Grundton, allerdings auf mechanischem Wege, zu 
erregen. Wegen der komplizierten Elastizitätsverhältnisse bei 
Kristallen konnte Voigt!!) erst im Jahre 1915 die Theorie 
der zahlreichen Versuche von Savart aufstellen. Unter An- 
wendung der von Ritz?) für isotrope Platten ausgearbeiteten 
Methode ist es Voigt gelungen, die Frequenz der Grund- 
schwingung einer in beliebiger Richtung aus dem Kristall aus- 
geschnittenen Platte abzuleiten. Aber schon die Berechnung 
des Grundtones ist ziemlich kompliziert und die Behandlung 
der höheren Töne erscheint nahezu ausgeschlossen und wurde 
auch von Voigt nicht durchgeführt. 

Besonders interessant ist der Versuch von Savart, mit 
einer senkrecht zur optischen Achse geschliffenen Quarzplatte, 
bei der sich bei dem Grundton ein Knotendurchmesserkreuz 
ausgebildet hat; Voigt!!) (S. 383) äußert sich über diesen Ver- 
such folgendermaßen: „Die erste Platte normal zur Z°-Haupt- 
achse (= optischen Achse) sollte sich nach Symmetrie isotrop 
verhalten, d.h. also nur einen hyperbolischen Grundton geben 
und die entsprechende Knotenlinie (das Durchmesserkreuz) in 
allen möglichen Lagen zu erzeugen gestatten.“ 

Weil in der Ebene der Turmalinplatte der Elastizitäts- 
modul konstant ist, also die Platte sich als eine isotrope ver- 
halten sollte, scheint es interessant, die Biegungsschwingungen 
mit den Turmalinplatten zu erzeugen und mit der Kirchhoff- 
schen®) Theorie für isotrope Platten zu vergleichen, besonders 
darum, weil die optische mit der elektrischen Achse beim Tur- 
malin zusammenfällt und senkrecht zur Platte steht, also die 
piezoelektrische Erregung sehr günstig ist. 

Nach der Kirchhoffschen®) Theorie können die Biegungs- 
schwingungen als Knotenlinien nur Knotendurchmesser oder 
nur Knotenkreise oder Kombinationen von diesen beiden ent- 
stehen. Als Grundfrequenz ist bezeichnet die Frequenz, bei 
der ein Knotendurchmesserkreuz entsteht, und für die Kirch- 
hoff (vgl. auch Schulze?) folgende Formel angibt: 


(33) f= 0961 4, Hz für = 
> 


(d Dicke und a Radius der Platte). Bezeichnet man mit n 
die Zahl der Knotendurchmesser, » die der Knotenkreise und 
setzt man die Grundfrequenz = 1, so sind die Verhältnisse der 
F requenzen der Oberwellen zum Grandton i in geen Tabelle 
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(fiir « = 4) gegeben, die nur sehr wenig verschieden ist von 


e, zu 

e bei der Tabelle fiir o = }. 

eorie Tabelle 10 

An. 

teten n=0 n=1 | n=2 n=3 n=4 n= 5 

rund- —— — 

aus- 0 — — 1,0000 | 2,3124 | 4,0485 | 6,1982 

Be. 1 1,6131 | 3,7032 | 6,4038 | 9,6445 | 13,3037 | 17,6304 
8 2 6,9559 10,8383 | 15,3052 | 20,329 | — _ 

vurde 


Wählt man den Radius der Platte = 1, so sind die Radien 
» mit der Knotenkreise nach Kirchhoff für o =} in der Tab. 11 
latte, zusammengestellt. 


Tabelle 11 
aupt- n=0 | n=-1 | | n=3 | n=4 | n=d 
otrop = 
‚eben 1 | 0,680 | 0,781 | 0,821 | 0845 | 0,860 | 0,872 
2) in 0,391 0498 | 0,560 | 0,608 
\| 0842 | 0870 | 0887 | 0,898 

itiits- | 0,256 — 

ver- 3 | 0,591 | 
iders Die Biegungsschwingungen bei den Turmalinplatten wurden 
Tur- mit allen möglichen Kombinationen der Knotendurchmesser 
) die und Knotenkreise, wie die Kirchhoffsche Theorie voraussagt, 


gefunden. In der Fig. 36 sind Bilder der Knotenlinien für 
ıngs- die Platte VI wiedergegeben, die bei den in der Tab. 12 zu- 


oder sammengestellten Frequenzen (in kHz) beobachtet wurden. 

ent- 

‚ bei Tabelle 12 

rch- = 
v n=1|in=2 n=3|n=4|n=5 n=b n=7 
48,6 1104| 1865| 276 | 373 480 
1 83,8 180,2| 293 419 551 688 | 824 968 
2 320 469 622 779 933 | 1090 1244 1395 
3 642 817 993 | 1162 | 1328 | 1492 | 1656 1818 
4 1012 1195 1370 | 1542 | 1724 1874 2040 | 2205 


it m . Berechnet man die Grundfrequenz nach den Gl. (33) und (34), 
und in denen man E nach Gl. (4) einsetzt, so bekommt man 
der f= 50,4 kHz für o=1 und f = 49,4 kHz für c=}. Weil 

belle nach Gl. 0,258 ist, die Grundfrequenz fast genau 
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Fig. 36. Platte VI; Biegungsschwingungen 
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Fig. 36. Platte VI; Biegungsschwingungen 
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gleich sein der Frequenz f = 50,4 kHz höchstens zwischen den 
beiden Frequenzen liegen; sie ist aber kleiner als beide Fre- 
quenzen und von der höheren um 4°/, verschieden. 

Bezieht man die in der Tab. 12 zusammengestellten Fre- 
quenzen auf die Grundfrequenz f = 48,6 kHz, so bekommt man 
mit der Tab. 10 folgende Gegenüberstellung: a | 


Tabelle 13 
v n=0 n= n=2 | n=3 n=4 n= 5 
1,00 2,27 3,84 5,67 
1 | 1,73 3,71 6,03 g63 | 1132 | 1417 
2 6.58 9.6 12) 16,03 = 


Bei den höheren Frequenzen zeigt sich ein Unterschied 
von 20°/,, der bei der Schwingung mit drei Knotenkreisen sogar — 
noch größer ist. <a 

Chladni hat bei den akustischen Versuchen gefunden, _ 
daß die Frequenzen der Töne, die in ihren Klangfiguren die- 
selbe Anzahl von Durchmessern haben (d.h. der Töne, die 
demselben n entsprechen), mit Ausnahme der tiefsten sich 
beinahe wie Quadrate aufeinanderfolgender gerader oder un- 
gerader Zahlen verhalten, je nachdem die Zahl der Knoten- 
durchmesser gerade oder ungerade ist. Aber auch dieses 
Gesetz wurde bei Turmalinplatten nicht bestätigt; denn die 
Abweichungen von diesem Gesetz erreichen manchmal 20°/,. 

Dagegen stimmen die Knotenlinien in allen möglichen 
Kombinationen von Knotendurchmessern und Knotenkreisen, 
wie die Fig. 36 zeigt, mit der Theorie überein. Sogar 
zeigte sich sehr schöne Übereinstimmung der von Kirchhoff 
berechneten Radien der Knotenkreise mit den aus den Bildern 
der Fig. 36 abgemessenen Radien (Tab. 14, a = 1 gesetzt). 


Tabelle 14 


A, 
Er. 
* 
4 
0,78 | 0,83 085 | 086 0,88 
0,85 0,87 0,90 0,91 - 
| ose | — | - | 
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Der Vergleich der Schwingung mit einem Knotenkreis ist 
nicht méglich, denn wie aus den Bildern zu ersehen ist, lassen 
sich die Figuren bei tiefen Frequenzen schwerer als bei den 
höheren erzeugen. Besonders die Grundfrequenz, bei der ein 
Knotendurchinesserkreuz entstehen sollte, läßt sich schwer er- 
regen; man bekommt kein gutes Bild, sondern daß die Platte 
wirklich schwingt, sieht man nur daran, daß das Lycopodium 
an 4 Stellen des Randes tanzt oder von der Öbertiäche weg- 
geschleudert wird. 


Alle diese Bilder, besonders die mit Knotendurchmessern, 
kann man sehr leicht nur dann erregen, wenn die Platte auf 
ihrer Unterlage unsymmetrisch aufliegt. Am schwersten 
ist es immer, die Knotendurchmesser allein zu bekommen; 
diese Figuren hat Schulze!) bei der Untersuchung der 
Schwingungen von mikroskopischen Deckgläsern überhaupt 
nicht gefunden. 

In der Gegend von 1000 kHz kann man eine sehr inter- 
essante Erscheinung beobachten; schon bei ganz schwacher 
Erregung der Platte beginnen die Knotendurchmesser zu 
rotieren, so daß sich das ganze Bild verzerrt. Denn wenn die 
Platte wirklich symmetrisch ist, ist keine Richtung bevorzugt, 
also die Lage der Knotendurchmesser beliebig und nur von 
der Befestigung und Erregung der Platte abhängig. Man konnte 
durch Drehung der Platte auf der Unterlage immer eine Stelle 
finden, bei der sich die Staubfiguren gut ausbilden ließen. 
Diese Erscheinung ist schon bei akustischen Versuchen längst 
bekannt und von Lord Rayleigh") (I, S. 363) erwähnt. Bei 
dem Bild mit drei Knotenkreisen und drei Knotendurchmessern 
zeigte sich wieder, daß bei kleiner Veränderung der Frequenz 
des Senders, das ausgebildete Bild in ein neues umspringt, 
wobei die Knotendurchmesser ihre Lage gegen den früheren 
Durchmesser um 30° verändern. 

Bei den höheren Frequenzen, wo auch schon sehr viele 
andere Schwingungsarten unmittelbar nebeneinander vorkommen, 
ist es manchmal sehr schwer, ein sauberes Bild zu bekommen. 
Manchmal kombinieren sich sogar zwei Arten von Schwin- 
gungen, wie das Bild bei der Fregenz f = 2205 kHz (Fig. 36) 
in der rechten unteren Ecke) zeigt. 


Um einen Überblick über das ganze Gebiet zu bekommen, 
werden diese Versuche weiter auch an Quarzplatten fortgesetzt, 
besonders interessant wird der Fall der Quarzplatte sein, die 
senkrecht zur optischen Achse geschliffen wird, was den gerade 
beschriebenen Versuchen mit TAG entsprechen 
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wird. Versuche mit rechteckigen Turmalinplatten und auch 
die Drillungsschwingungen werden in einer anderen Arbeit be- 
schrieben werden. 


Zusammenfassung 


Senktrecht zur optischen Achse geschliffene Turmalin- 


platten können nach der Theorie von Love in der Ebene der 


Platte drei Arten von Schwingungen ausführen. oo Se 
Zwei Arten dieser Schwingungen, eine in der Richtung a 
des Radius (Typus A), die andere senkrecht zum Radius (Typus B), Be 


wurden in Übereinstimmung mit der Theorie gefunden. 

Daneben wurde noch eine Art von Schwingungen beob- 
achtet, deren Frequenz indirekt proportional dem Radius und 
unabhängig von der Dicke der Platte ist. Ob das wirklich die Be: x 
dritte von Love vorausgesagte Art von Schwingungen (Typus C)) 
ist, konnte nicht entschieden werden. 

Weil sich die (senkrecht zur optischen Achse geschliffenen) _ 
Turmalinplatten in ihrer Ebene als isotrope Platten verhalten, 
sollte es möglich sein, auch Biegungsschwingungen mit allen : 
möglichen Knotenlinien, wie die Kirchhoffsche Theorie ver- 
langt, mit Turmalinplatten zu erzeugen. Auch diese Schwin- : 
gungsart (Fig. 36) wurde bei den Turmalinplatten in Über- 
einstimmung mit der Theorie festgestellt. 


Hrn. Prof. Dr. G. Leithäuser und Hrn. Prof. Dr. H. Sa- 
linger danke ich für ihr lebhaftes und förderndes Interesse, 
Hrn. Präsident Prof. Dr. K. W. Wagner insbesondere auch 7 
dafür, daß er mir zur Durchführung der Versuche neben dn 
Mitteln seines Institutes solche der Notgemeinschaft der deut- = 
schen Wissenschaft und der Heinrich-Hertz-Gesellschaft zur 
Förderung des Funkwesens zur Verfügung gestellt hat. Ey 

Der Firma Carl Zeiss, besonders Hrn. Dr. H. Straubel, — 
bin ich für Überlassung einiger Turmalinplatten zu großem 
Danke verpflichtet. 
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Berichtigung 


In der Arbeit E.Goens, Uber die Biegungs- und Drillungs- 
schwingungen usw. Bd.15, H. 4, S. 455 ff. 1932 ist folgender Druck- 
fehler iibersehen worden. Die Bezeichnung der angreifenden Momente 
in Gl. (2) und später, muß L, M, N anstatt Z, M, N lauten. Im besonderen 
sind die Grenzbedingungen auf S. 463 oben folgendermaßen zu schreiben: 


Fv ÖL 
J, ozot® N N=FJ, 


Anmerkung 2) auf S. 457 muß lauten: 


„Dasselbe gilt für alle Querschnittformen mit zwei gleichen Haupt- 
triigheitsmomenten“. 


(Eingegangen 23. Dezember 1932) a 
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Der Faradayeffekt in ionisierten Gasen 
u. 113, 


bei Wellen von 4 cm Länge 
Von Paul Keck*) 


(Mit 11 Figuren) 


Der Faradayeffekt der Optik**) — die Drehung der Polari- 
sationsebene von Lichtwellen durch ein Magnetfeld, längs 
dessen sie sich fortpflanzen — ist keine einfache Erscheinung, 
da die Elektronen, auf die das elektrische Feld der Wellen 
und das angelegte magnetische Feld wirkt, nicht frei, sondern 
durch komplizierte Kräfte an die Atome bzw. Moleküle des 
Mediums gebunden sind. Klar und einfach liegen die Ver- 
hältnisse dagegen, wenn es sich nicht um gebundene, sondern 
um freie Ladungsträger handelt, ein Fall, der in ionisierten 
Gasen mit um so größerer Annäherung vorliegt, je geringer 
der Gasdruck ist. 

Dieser Faradayeffekt in ionisierten Gasen von niederem 


§ 1. Einleitung 


en Druck hat bekanntlich in letzter Zeit praktische Bedeutung 
nente erreicht. -Man weiß, daß er für die Fortpflanzung elektro- 
= magnetischer Wellen in den hohen ionisierten Schichten der 
ny Atmosphäre eine wesentliche Rolle spielt.?) %) 4) 
$2. Allgemeine quantitative Zusammenhänge 
Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in ionisierten 
Gasen unterscheidet sich im allgemeinen nach drei Richtungen 
wail von der in nicht-ionisierten. 


1. Durch das Mitschwingen der Elektrizitätsträger (Elek- 
tronen und Ionen) wird eine Änderung der Phasengeschwin- 
digkeit in dem ionisierten Gas verursacht in dem Sinne, daß 7 
die Phasengeschwindigkeit größer wird als im nicht-ionisierten __ 


Gas. Der Brechungsexponent, der im nicht-ionisierten Gas = 1 BZ, 
ist, wird < 1, und zwar unter sonst gleichen Bedingungen um be 


so kleiner, je größer die Trägerkonzentration N ist. 
a 

*) Dissertation der Technischen Hochschule München, poner a 
am 30. Juni 1932. 
Vgl. Lehrbücher der Optik, 2 Müller Pouillets.') 
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Auf Grund der bekannten Beziehung zwischen Brechungs- 
index, Trägerkonzentration und Frequenz [vgl. z. B. *] läßt 
sich die Trägerkonzentration aus dem bei einer bestimmten 
Frequenz gemessenen Brechungsindex berechnen. 

2. Die durch das elektrische Feld der Welle zum Mit. 
schwingen angeregten Träger können nicht frei ausschwingen, 
sondern stoßen mit anderen Ionen oder Molekülen zusammen 
und entziehen dadurch der Welle Energie. Es tritt also Ab- 
sorption ein. Die Absorption ist der Stoßzahl S direkt pro- 
portional. Man kann infolgedessen durch geringen Gasdruck 
die Absorption verkleinern. 

3. Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes werden die ge- 
ladenen Teilchen, die eine Geschwindigkeitskomponente senk- 
recht zum Magnetfeld haben, abgelenkt. Pflanzt sich eine 
linear polarisierte Welle längs eines Magnetfeldes fort, so 
wirkt dieses auf die eine der beiden zirkular polarisierten 
Wellen, in die man sich die linear polarisierte zerlegt denken 
kann, beschleunigend, auf die andere dagegen verzögernd, 
Dadurch wird eine Drehung der Polarisationsebene hervor- 
gerufen.*) Der Drehwinkel ® ist bei fester Frequenz und 
festem Magnetfeld eine Funktion der Trägerkonzentration N. 
Also: 
®=F (N ) . 


Diese Arbeit bezieht sich auf den 3. Punkt, den Faraday- 
effekt. Die gestellte Aufgabe war: 

1. Den Drehwinkel der Polarisationsebene experimentell 
zu messen; 

2. den gemessenen Wert mit dem aus der Beziehung 
® = F(N) errechneten zu vergleichen. Dazu war die Kenntnis 
der Trägerkonzentration N notwendig. Diese wurde aus dem 
Brechungsexponenten bestimmt und zu diesem Zweck der 


Brechungsindex gemessen. RN 


§3. Experimenteller Teil 


Die Trägerkonzentration, die notwendig ist, um auf den 
Brechungsindex einer elektromagnetischen Welle einen merk- 
lichen Einfluß auszuüben, ist dem Quadrat der Wellenlänge 
umgekehrt proportional. Der Größe der Trägerdichte ist nun 
experimentell eine Grenze gesetzt; die Wellenlänge darf also 
nicht zu klein sein. Dadurch scheidet tatsächlich die Ver- 


*) Im allgemeinen Fall tritt nicht eine einfache Drehung der Po- 
larisationsebene auf, sondern es entsteht eine elliptisch polarisierte 
Welle. 
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wendung optischer Wellen aus, Andererseits durfte aber auch 
die Wellenlänge nicht zu groß gewählt werden. Bei der 
Messung der Drehung der Polarisationsebene muß man mit 
wirklichen elektromagnetischen Wellen arbeiten, die sich durch 
das ionisierte Gas hindurch fortpflanzen.*) Die Dimensionen 
des Gefäßes, das das Gas enthält, müssen daher groß gegen 
die W ellenlänge sein. Aus diesen Überlegungen ergab sich 
als zweckmäßig, für die Versuche eine Wellenlänge 

4cm zu verwenden. 


1. Versuchsanordnung für die Wellen 


a) Sender 


Da die Schwierigkeiten mit ungedimpften Wellen von 
etwa 4 cm Länge doch noch sehr erheblich sind, so wurde 
vorgezogen, mit ge- 
dämpften Wellen zu 
arbeiten. 

Als Sender (Fi- 
gur 1) diente in üb- 
licher Weise ein 
kleiner Dipol aus 
zwei Wolframstift- 
chen W von je 7 mm 
Länge und 1,5 mm 
Dicke. Wolfram 
zeigte sich als zu- 
verlässiger und wi- 
derstandsfähiger als 
das sonst meist ver- 
wendete Platin. Die 
Stiftchen waren, wie 
in einer Arbeit von 
Dänzer®) ange- Fig. 1. Sender - 

. 
geben, in Glasröhr- 
chen G eingeschmolzen und diese waren ihrerseits, wie in 
Fig. 1 ersichtlich, an den Backen eines Hartholzhalters H 
befestigt. Zum Zwecke der genauen Justierung konnte das 
eine der beiden Glasröhrchen mittels Zug- und Druck- 
schrauben S verstellt werden. Waren nun die Stiftchen ge- 


*) Bei der Messung des Brechungsexponenten ist dies nicht nötig. 
Man kann hier das Gefäß mit dem Gas zwischen die Platten eines 
Kondensators bringen und die Änderung der Kapazität, die durch die 
en des Gases hervorgerufen wird, messen. 9) 
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nau justiert, so konnte die Funkenstrecke mit einem diinnen 
Stahlblech und Schmiergel exakt plan geschliffen werden. Zur 
genauen Einstellung des Funkenabstandes war der ganze 
Halter geschlitzt und konnte durch eine Stellschraube A mehr 
oder weniger stark zusammengepreBt werden. Als Zuleitung 
zum Dipol dienten Luftfunken F, die im Innern der Glas- 
röhrchen von den Zuleitungsdrähten auf die Wolframstiftchen 
übersprangen. Die Länge dieser Funken spielte nur eine 
untergeordnete Rolle und betrug etwa 1 mm. Es erwies sich 
weiterhin als günstig, die Funkenstrecke unter strömendem 
Petroleum zu betreiben. 


Der Sender wurde mit 500periodigem Wechselstrom ge- 
speist, der auf 8000 Volt transformiert war. 


sind entweder Thermoelemente oder Bolometer. Hier wurden 

Bolometerresonatoren benutzt, 
= 
: wie sie auch von Dänzer®) be- 
2 nutzt worden sind. In Fig.2 ist 
ein solcher Empfänger skizziert. 


D A bildet eine kleine Antenne 

aus Wollastondraht von etwa 
halber Wellenlänge und trägt 

A S m4 in der Mitte die Schleife S. 
N P Diese ist ein Stück weit bis 

N auf die Platinseele von etwa 

2 u Dicke abgeätzt und stellt 

Fig. 2. Empfänger das eigentliche Bolometer dar. 


Die beiden Drahtstützen D die- 
nen als Verbindung zur Wheatstoneschen Brücke. Das 
Bolometer wurde der höheren Empfindlichkeit halber ins 
Vakuum gesetzt. 

Die günstigste Wirkung ist dann zu erwarten, wenn der 
Widerstand der Schleife und der Strahlungswiderstand der 
Antenne einander gleich sind. Der Strahlungswiderstand einer 
linearen Antenne ist nun, unabhängig von deren Länge, etwa 
73 2°), wenn die Dicke sehr klein gegen die Länge ist. Es 
wurde deshalb die Schleife S auf ungefähr 73 2 Widerstand 
abgeätzt. 

Als MeBinstrument in der Wheatstoneschen Brücke wurde 
ein Spiegelgalvanometer von Hartmann & Braun mit einer 
Empfindlichkeit von 1,85 - 10 Amp./Skt. bei 4 2 innerem 
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Widerstand verwendet. Die Störungen der zur Anregung des 
Senders und der später zu beschreibenden, zur lonisierung 
der Gase benutzten Schwingungskreise auf das Bolometer 


waren anfangs sehr erheblich. Doch konnten sie durch Panze- 6 
rung aller Galvanometerleitungen und durch Parallelschalten Ko 


yon großen Kapazitäten zu den Bolometerleitungen und allen = 
Brückenzweigen fast vollkommen beseitigt werden. 


ce) Linsen 


Um einerseits ein Bündel paralleler Strahlen zu erhalten 
und andererseits einen möglichst großen Winkelbereich der 


Senderstrahlung auszuniitzen, wurde ein Paraffinlinsensystem 
nach Art eines Mikroskop-Immersionssystems (Fig. 3) ver- 
wendet, ähnlich wie es schon von Dänzer®) benutzt worden war. 

Um die parallele Strahlung am Ort des Empfängers 
wieder zu konzentrieren, wurde eine sphärische, ebenfalls aus 
Paraffin bestehende Bikonvexlinse verwendet. 

Es war interessant, zu prüfen, in welchem Maße diese 
Paraffinlinsen, deren Dimensionen nur einige Wellenlängen 
betrugen, wie optische Linsen wirken. Zu diesen Zwecke 
wurden folgende Versuche gemacht. 

a) Sender und Empfänger waren in einer Entfernung von 
60 cm aufgestellt (Fig. 4. Wurden nun der Reihe nach die 


Linsen Lx, L, und L, eingeschaltet, so zeigten sich in E ae 
folgende Ausschläge: 
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| Galv. Ausschlag | Verstirkung 


PN; 1 fach 
4,45 „ 
255 |, 
Ly 
73cm 
—>| 


Fig. 4. Anordnung zur Prüfung der Linsenwirkung 


Gav. Ausschlag 


- 40 Linsendurchmesser 


5 10 15 20! 
Empfängerverschiebung 


Fig.5. Ergebnis der Linsenprüfung 


f) Die Ebene in E senkrecht zum Strahlenbündel, mit 
dem Empfänger abgetastet, ergab ohne L,(o) und mit L, (x) 
die in Fig. 5 gezeigte Energieverteilung, "Man erkennt deut- 
lich die Energiekonzentration im „Brennpunkt“ von L,. 


= 2. Versuchsanordnung zur Ionisierung der Gase 


Um einerseits eine wohl definierte Schichtdicke des ioni- 
sierten Gases zu haben und um andererseits eine Linsen- 
wirkung des Gefäßes zu vermeiden, wurde im Gegensatz zu 
anderen )‘) ein Glaszylinder mit planparallelen 
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Deckflächen verwendet. Das Gefäß hatte einen Innendurch- 
messer von 20 cm und eine Länge von 24,5 cm. Zwei Pump- 
leitungen, die gestatteten in strömendem Gas zu arbeiten, 
waren in der Mitte des Zylindermantels diametral gegenüber 
eingeschliffen und von außen verkittet. 

Zur Erzeugung der lonisierung wurde elektrodenloser 
Ringstrom verwendet. Es wurde deshalb um den Glaszylinder 
eine Spule mit 21 Windungen aus starkem Kupferseil ge- 


3 I 
2, 
SY 
5, 1 
G 
C Cu 
Dr, G Dr, 
4 
R; 
+500V 
FR | Fig. 6. Anordnung zur Ionisierung des Gases 
bung wickelt. Für die gleichmäßige Ionisierung im Innern des Ge- 
füßes war es günstig, die Spule unmittelbar auf den Zylinder- 
mantel zu wickeln. In Fig. 6 ist die Schaltskizze für die 
lonisierung wiedergegeben. 
L - Durch einen Poulsengenerator, der primär mit 500 Volt 
i 4) gespeist wurde und eine Hochfrequenzleistung von 3—5 kW 
deut- 


ergab, wurde der Schwingungskreis I auf 1600 m Wellenlänge 
erregt. Durch lose Kopplung wurde der auf I abgestimmte 
Kreis II zum Schwingen gebracht. Die Anregungsspule S, 
bildete mit etwa 80000 cm den Hauptteil der Selbstinduktion 
ioni- | in II, während die Kapazität C, + C,’ etwa 6600 cm betrug. 
insen- | Für günstiges Arbeiten des Poulsengenerators war es hingegen 
tz zu | notwendig, im Kreis I geringe Kapaziti it (C, = 650 em) und 
llelen | dafür srößere Selbstinduktion zu haben. An den Enden der 
Anregungsspule S, wurde eine effektive Spannung von 2 bis 
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3000 Volt erzeugt, die durch Änderung der Abstimmung in 
weiten Grenzen variiert werden konnte. Mit dieser An- 
ordnung ließ sich tatsächlich eine Elektronenkonzentration 
von etwa 5-10!/cm? erzielen. 

Als einfachster Weg, um im Gas ein Magnetfeld zu er- 
zeugen, wurde der gewählt, die Anregungsspule selbst als 
Magnetfeldspule zu verwenden, wenn auch wegen der geringen 
Windungszahl eine merkliche Inhomogenität mit in Kauf ge- 
nommen werden mußte. Es wurde über die Drossel Dr, Gleich- 
strom zugeführt und auf der anderen Spulenseite zur Erde ab- 
geleitet. Das Magnetfeld konnte durch Gegenerregung der 
stromliefernden Maschine bequem umgekehrt werden, ohne 
daß am Schwingungskreis II irgend etwas geändert werden 
mußte. Es wurden Magnetfeldströme bis zu 100 Amp. ver- 
wendet, was einem mittleren Magnetfeld von 74 Gauss ent- 
sprach. 


3. Anordnung zur Bestimmung des Brechungsindex 


Der Brechungsindex wurde interferometrisch gemessen.) 
In Fig. 7 ist das verwendete Interferometer skizziert. Vom 


Fig. 7. Anordnung zur Messung des Brechungsexponenten 
und der Drehung der Polarisationsebene 


Sender S gehen symmetrisch nach beiden Seiten durch je 
eines der oben erwähnten Linsensysteme parallel gerichtete 
elektrische Wellen aus. Das eine Bündel wird von den 
beiden festen Spiegeln Sp, und Sp, zum Empfänger E re- 
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fistiert, während die beiden Spiegel Sp, und Sp,, die den 
symmetrischen Zweig bilden, gemeinsam auf einem Wagen an- 
gebracht sind, durch dessen Parallelverschiebung ein beliebiger 
Gangunterschied der beiden Zweige untereinander hervor- 
gerufen werden kann. Die Wagenstellung konnte mittels 
Nonius auf '/, mm genau bestimmt werden. Als Spiegel 
dienten mit Stanniol beklebte Glasplatten von 30 x 30 cm Größe. 
Ihre Justierung geschah auf optischem Wege. Zwischen Sp, 
und Sp, befand sich der Glaszylinder mit dem ionisierten Gas, 
dessen Brechungsindex bestimmt werden sollte. 
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Spiegelverschrebung 
Fig. 8. Messung der Wellenlinge mit dem Interferometer 


Um die Brauchbarkeit des Interferometers zu erweisen, 
wurden erst Wellenlängenmessungen gemacht. Als Beispiel 
sei eine Interferenzkurve wiedergegeben [Fig. 8*)]. Die ent- 
sprechende Wellenlänge ergibt sich aus der Kurve zu A = 4,05 cm 
(Fehler + 1°/,). Wird nun in den einen Zweig des Interfero- 
meters ein Medium von der Schichtdicke / eingeschaltet, und 
ist die dadurch hervorgerufene Verschiebung eines Interferenz- 
minimums v, so ergibt sich der Brechungsindex zu: 


mis p = 0,1,2..., 


*) Die gemessene Wellenlänge wird sowohl durch die Dimension 
des Senders wie auch durch die des Empfängers bestimmt.”') Sender 
und Empfänger wurden möglichst gut aufeinander abgestimmt. 
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wobei das Pluszeichen eine Vergrößerung, das Minuszeichen 


eine Verkleinerung des Weges bedeutet. 

Auf diese Weise wurde zunächst der Brechungsindex von 
Paraffin gemessen. Ein Paraffinblock von der Dicke != 113,2 mm 
lieferte eine Verschiebung v = 14,5 mm und ein zweiter mit der 
Dicke ! = 75,6 ergab v = 35,6 mm. 


Aus dem ersten Wert ergibt sich für p = 1 n = 1,485 + 0,015. 
Aus dem zweiten Wert folgt fürp=0 n = 1,475 + 0,015. 


Die Werte stehen in guter Übereinstimmung mit dem- 
jenigen aus der Maxwellschen Beziehung n = Ve = 1,45. 


Anordnung zur Bestimmung der Drehung 


Ag der Polarisationsebene 


Die lineare Funkenstrecke als Sender bietet den Vorteil, 
von vornherein linear polarisierte Wellen zu liefern. Außerdem 


zeigt auch die kleine Empfangsantenne einen ausgeprägten Richt- 
effekt. Steht sie parallel zur Sendeantenne, also in Richtung des 
elektrischen Vektors der Wellen, so empfängt sie maximal, 
senkrecht dazu minimal. In obenstehender Fig. 9 ist ein 
Diagramm wiedergegeben, in dem als Radiusvektor der Gal- 
vanometerausschlag, also die Empfangsintensität, in Abhängig- 
keit vom Winkel, den die Antenne mit dem Sender bildet, 
aufgetragen ist. 

Die Polarisation der vom Sender ausgehenden Wellen 
wurde ferner noch dazu ausgenutzt, um durch ein Draht- 
gitter die Intensität des einen Interferometerzweiges der durch 
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Absorption (und Reflexion an den Glaswänden des Gefäßes) ge- 
schwächten Intensität des anderen anzupassen. 

Beim Interferometer (Fig. 7) war der Spiegel Sp, leicht 
auszuwechseln, so daß der Empfänger E’, der um seine hori- 
ontale Achse (vgl. Fig. 2) gedreht wurde, zur Bestimmung 
der Lage der Polarisationsebene benutzt werken konnte. Mittels 
Winkelmesser und Zeiger konnte die Drehung des Empfängers 
auf '/,°/, genau abgelesen werden. Außerdem konnte E’ auch 
bequem zu Absorptionsmessungen benutzt werden, wobei E als 
Kontrollempfänger Verwendung fand. 


§ 4. Verhalten der Gase bei der Ionisation Re — fi 
1. Luft lis == 
Po 

Zuniichst wurden Messungen an Luft (Hg ausgefroren!) ver- 
sucht. Ohne Gleichstrommagnetfeld bewirkte das Wechselfeld 
der Anregungsspule bei Drucken von etwa 5—50-10—* mm Hg 
ein sehr helles rosafarbiges Leuchten, das ganz gleichmäßig 
über den Querschnitt verteilt zu sein schien. Gleichzeitig war 
je nach der Stärke der Anregung und Druckeinstellung eine 
Absorption bis zu 30°/, zu beobachten und im Interferometer 
wurden deutliche Verschiebungen festgestellt. Die Elektronen- 
konzentration im Innern ergab sich zu etwa 5—10-10!°/cm?. 
Durch wechselseitiges Abblenden vom Rand und Zentrum wurde 
auch festgestellt, daß die Ionisation im Innern des Zylinders 
tatsächlich als praktisch gleichmäßig betrachtet werden durfte. 
Bei höheren Drucken p > 6-10”? mm Hg) war die Entladung 
nicht mehr gleichmäßig, sondern bildete einen mit zunehmen- 
dem Druck immer deutlicher werdenden Ring, der das Zentrum 
mehr und mehr frei ließ. Unter einem Druck von 5-10"? mm Hg 
konnte im Gefäß überhaupt keine sichtbare Veränderung mehr 
hervorgerufen werden. 

Diese Verhältnisse wurden nun durch Einschalten des 
Magnetfeldes wesentlich verändert. Die helle Entladung wurde 
ganz merklich schwächer und stark an den Rand gedrückt. 
Mit stärker werdendem Magnetfeld wurde auch der Druck- 
bereich, in dem das helle Leuchten auftrat, kleiner und bei 
etwa 60 Amp. Magnetfeldstrom war es überhaupt nicht mehr 
möglich, diese helle Entladung zu erregen. 

Es wurde nun zentral durch den Glaszylinder ein Wolfram- 
draht gespannt. War dieser Draht mit der Mitte oder einem 
Ende der Anregungsspule verbunden, so wirkte ein elektrisches 
Feld in radialer Richtung, was eine gleichförmigere lonisierung 
geben sollte. Tatsächlich wurde durch diese Anordnung er- 
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reicht, daß die Entladung auch bei Einschaltung des Magnet- 
feldes ziemlich gleichmäßig blieb, wobei der Wolframdraht 
durch die auf ihn prallenden Elektronen und Ionen in helles 
Glühen geriet. 

Bei 50 Amp. Magnetfeldstrom gelang dann der Nachweis 
einer Drehung der Polarisationsebene, doch betrug diese 
Drehung maximal nur 2°, wobei die Meßgenauigkeit schon 
fast 75°/, dieses Wertes einnahm. Durch mehrmaliges Um- 
polen des Magnetfeldes, wobei sich auch der Sinn der Drehung 
der Polarisationsebene umkehrte, wurde der Effekt sicher- 
gestellt, doch konnte er wegen seiner Kleinheit keine brauch- 
baren quantitativen Ergebnisse liefern. 

Erheblich änderten sich die Verhältnisse bei Verwendung 
von Neon statt Luft. Schon bei einem Druck von 2 mm Hg 
war der Glaszylinder mit einem äußerst intensiven gelbrotem 
Leuchten erfüllt und das Magnetfeld störte die Gleichmäßig- 
keit der Entladung kaum. Der Wolframdraht in der Mitte 
war nicht mehr notwendig. Die elektrischen Wellen wurden 
stark absorbiert. Mit sinkendem Druck ward das Leuchten 
noch heller und das Glasgefäß ließ überhaupt keine Wellen 
mehr durch (1 bis5-10”2mm Hg). Erst bei einem Druck unter- 
halb 5-10”? mmHg gelangten wieder Wellen durch das Gefäß; 
bei etwa 4-10~% erlosch die Entladung vollständig. In dem 
Druckgebiet von 1 bis 5-10”? mm Hg konnte durch Variation 
der Anregungsstärke wenig erreicht werden; entweder sprang 
das helle Leuchten an, dann war die Elektronenkonzentration 
zu hoch, oder aber bei geringer Schwächung brach das Leuchten 
ab, und dann war die Elektronenkonzentration zu gering. Für 
Messungen kam also nur das schmale Druckintervall von etwa 
50 bis 5-10~*mm Hg in Frage. An sich wäre auch das Druck- 
gebiet oberhalb 1 mm noch geeignet, doch bei der kurzen 
freien Weglänge ist die Absorption schon bei verhältnismäßig 
geringen Elektronenkonzentrationen sehr groß. 


3. Argon 


Mit Argon waren die Verhältnisse ganz ähnlich wie bei 
Neon. Es zeigte sich auch wieder ein Druckgebiet, in dem 
die Elektronenkonzentration so hoch war, daß überhaupt keine 
Wellen mehr durch das Entladungsgefäß hindurchgingen. Dieses 
Gebiet kam für die Messungen nicht in Frage. Bei tieferen 
Drucken dagegen, bis zum Verlöschen der Entladung, konnten 
Messungen ausgeführt werden. 
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4. Stickstoff 


Mit Stickstoff zeigten sich dagegen wieder größere Schwie- 
rigkeiten. Das zusätzlich elektrische Feld vom Wolframdraht 
radial nach außen war zur gleichmäßigen Verteilung der Ent- 
ladung wieder notwendig, Außerdem mußte der Poulsen- 
generator so stark belastet werden, daß er anfing, ziemlich 
inkonstant zu arbeiten. Ein Gebiet so hoher Elektronen- 
konzentration, daß keine Wellen mehr durch das Gefäß gingen, 
konnte nicht erreicht werden. Jedenfalls war aber auch mit reinem 
Stickstoff eine deutliche Drehung der Polarisationsebene zu er- 
zielen und man kann sagen, daß in reinem Stickstoff bedeutend 
höhere Elektronenkonzentrationen zu erzeugen sind als in Luft 
unter sonst gleiche Umständen, was für die Tatsache spricht, 
daß die Lebensdauer freier Elektronen Sauerstoff gegenüber 
viel geringer ist als Stickstoff oder gar Edelgasen gegenüber. 


5. Wasserstoff 


Ohne Magnetfeld zeigte Wasserstoff bei Anregung durch 
den Poulsengenerator im Druckgebiet von etwa 1-10”! bis 
9.103 mm Hg ein fahles graugrünes Leuchten, wobei aber 
die Trägerdichte noch nicht ausreichte, merkliche Absorption 
oder Änderung des Brechungsindex hervorzurufen. Bei tieferen 
Drucken, von 9-10”? bis 5-10”? mmHg zeigte sich dann ein 
grelles rotes Leuchten, wobei bis zu 50%, Absorption ein- 
setzte und auch Verschiebungen im Interferometer beobachtet 


wurden. Mit Magnetfeld hingegen war nur das fahle grau- 
grüne Leuchten zu erreichen und da zeigte sich wiederum 
weder eine merkliche Absorption noch eine Änderung des 
Brechungsindex. 


§ 5. Gang der Messungen 


Der Gang einer Messung war folgender. Zunächst wurde 
im Interferometer der Spiegel Sp, (Fig. 7) entfernt und durch 
Drehung des Empfängers E’ das Maximum der Intensität ge- 
sucht. Dann wurde der Poulsengenerator und das Magnetfeld 
eingeschaltet und der Empfänger gedreht, bis die Intensität 
wieder ein Maximum war. Der Empfänger E (vgl. Fig. 7) wurde 
dabei zur Kontrolle der Senderintensität benutzt. Dann wurde 
zur Messung des Brechungsindex der Spiegel Sp, wieder ein- 
gesetzt und ein Interferenzminimum gesucht. Nach Abschalten 
der Entladung und des Magnetfeldes wurde das Interferometer 
wieder auf ein Minimum eingestellt. 

Die so erhaltene Meßreihe wurde zur Kontrolle mit ent- 
gegengesetzt gerichtetem Magnetfeld wiederholt. 
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Die Absorption ergab sich einfach aus der Messung der 
Drehung der Polarisationsebene durch das Verhältnis der 
Intensitäten von ursprünglichem (d. h. ohne Ionisierung des 
Gases) und gedrehtem Maximum. 

Um die Verhältnisse im Entladungsgefäß nicht zu ver- 
ändern, wurde auch bei der Messung des Brechungsexponenten 
das Magnetfeld beibehalten. Um ferner eine Verunreinigung 
durch Gasabgabe bei der Entladung zu vermeiden, wurden die 

Messungen in strömendem Gas 
| 


4 Galr-Ausschl dem 
| Skt. ausgefiihrt. 
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JSpregelverschiebung 
Fig. 10. Messung der Drehung der Fig. 11. Messung des Brechungs- 
Polarisationsebene und der Absorption exponenten 


Als Beispiel seien die Kurven einer Messung an Neon 
bei 4- 10-7 mm Hg wiedergegeben. In Fig. 10 gibt Kurve a 
das Maximum der Intensität, wenn Sender und Empfangs- 
antenne in ihrer Richtung übereinstimmen. Als Abszisse ist 
hierbei der Drehwinkel des Empfängers von einem beliebig 
gewählten Nullpunkt aus aufgetragen. Nach Einschalten der 
Entladung und eines Magnetfelds von 38,7 Gauss in Richtung 
Sender-Empfänger wurde Kurve b gefunden. Der Dreh- 
winkel ®, betrug 15,9°. Die Absorption betrug 33°/,. Nach 
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Umpolen des Magnetfeldes war die Polarisationsebene nach 
der anderen Seite um den Winkel ®, = 17,4° gedreht (Kurve c). 
Die zugehörige Messung im Interferometer ist in Fig. 11 wieder- 
gegeben. Hier sind als Abszissen die Wagenstellungen und 
als Ordinaten die Intensitäten im Empfänger E aufgetragen. 
Kurve a gibt das Interferenzminimum ohne Anregung. Mit 
Anregung wurde b gefunden. Aus beiden Kurven ergibt sich 
v 


= 6,5 mm. 


§ 6. Theoretischer Zusammenhang zwischen Trägerdichte, 
Brechungsindex, Drehwinkel und Stoßzahl 

Über die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in 
ionisierten Gasen mit und ohne Magnetfeld lieger eine große 
Reihe von theoretischen Arbeiten vor.!®!*) Ich verweise vor 
allem auf das Buch von Pedersen‘), außerdem auf eine aus- 
führliche Literaturzusammenstellung bei Sven Benner’) und 
W. Hasselbeck.!®) 

Angenommen eine linear polarisierte Welle mit der elek- 
trischen Feldstärke € = Ee&'®! bewege sich in Richtung eines 
Magnetfeldes H, dann liefert die Dispersionstheorie!®) die 
Brechungsindizes n, und n, für die beiden zirkularpolarisierten 
Komponenten der linear polarisierten Welle zu: 

4n Ne 1 


_is 

me 
(1) 

2 4a Ne 1 

n,?=1— — 

mw 

— —i8, 

mc 


abei bedeutet N die Trägerkonzentration, e und m sind 
Ladung und Masse der Träger. S bedeutet die Stoßzahl der 
Träger mit anderen Trägern und Molekülen. Die Geschwindig- 
keit der mit den beiden zirkularen Komponenten schwingenden 
Träger wird wegen der Einwirkung des Magnetfeldes ver- 
schieden sein, deshalb sind auch die Stoßzahlen S, und S, 
etwas verschieden; da aber die Stoßzahlen S gegen w bei den 
benutzten Drucken immer klein bleiben, kann man unbedenklich 
statt S, und S, ein mittleres S setzen. 

Der Brechungsindex erscheint in einer komplexen Form, 
weil noch Absorption vorhanden ist. 


(2) n=n—ik. 


Hier ist n der reelle Brechungsindex und k der auf die Schicht- 
dicke einer Vakuumwellenlinge bezogene Absorptionskoeffizient 
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der Schwingungsamplitude, d. h. k ist durch die Beziehung 
definiert, daß die Amplitude A am Ende einer durchlaufenen 
Schicht von der Dicke / zu derjenigen (4,) beim Eintritt in die 
Schicht in der Beziehung steht 
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® 

(2a) A=Ae Ban 5 (A Wellenlänge im Vakuum). : 

e{/mc hat die Dimension einer Frequenz und es soll 
(2b) = = @y 


me 
gesetzt werden.*) 
Die Trennung von reellem und imaginärem Teil in 


unter Berücksichtigung von (2) ergibt: cam bie 
2_x%2 
(3) N, 1 4n Ne? wo + Oy 
n,? k2, mw (o + @y,)* + S* 
und 
2n, k, 4n Ne? Ss 
(4) 2 k os Mo PR a @ P + S? 
ny 


Aus (3) und (4) folgt 
- 1 2 9 2 


Dabei ist zur Abkürzung 


4n Ne? 


gesetzt. Diese ausführlichen Gl. (5) und (6) lassen sich für 
die praktische Anwendung unter zwei Bedingungen wesentlich 
vereinfachen: 

1. 

Bei den vorliegenden Messungen war k? stets kleiner als 
1°/, von n?, so daß k? ohne weiteres gegen n? vernachlässigt 
werden durfte. 

4 2. =n, k,. 
Die Zulässigkeit dieser Bedingung kann man am besten 
aus Gl.(4) abschätzen. Sie gilt, wenn ®>wy ist. Bei den 


*) Den Fall, daß w,, = » wird, haben S. Benner”) und G. To- 
desco”) untersucht. 
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Versuchen war w = 4,7-101/sec, wy bei den stärksten ver- 
wendeten Feldern von etwa 75 Gauss = 1,4-10%/sec, also tat- 
sichlich bei den stärksten Feldern @ > wy. 

Unter Berücksichtigung dieser beiden Bedingungen ergeben 
sich aus (3) und (4): 


n,? } 4n Ne? wo + @y 

() (@ + +8? 

(®) zn, k, = 2n, ky mo + 


Ohne Magnetfeld (9 = 0, deshalb wy = 0, n=n,) sind 
die entsprechenden Beziehungen 


° 4n Ne? 


D 
= 
< 
= 
| 
| 
| 


Die Drehung ® der Polarisationsebene für die Schicht- 
dicke 1 ergibt sich zu: 


Unter Benutzung von Gl. (7) wird 
al 4nNe: + Wy 


| 
mo 


Die hier aufgestellten Gleichungen gelten an sich für alle 
Arten von Trägern. Wenn es sich um ein ionisiertes Gas 
handelt, so sind positive und negative Ionen und außerdem 
freie Elektronen vorhanden. Nimmt man an, daß bei allen 
drei Gattungen die Konzentration von der gleichen Größen- 
ordnung ist, so kann der Einfluß der Ionen sowohl auf die 
Brechung wie auch auf die Drehung der Polarisationsebene 
vernachlässigt werden. Ist jedoch die Ionenkonzentration sehr 
viel größer als die Elektronenkonzentration, so würden die 
Ionen zur Änderung des Brechungsindex einen wesentlichen 
Beitrag liefern, während sich die positiven und negativen 
Ionen bei gleicher Ladung, Masse und Konzentration in der 


(@ - @y)? + S? 
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Wirkung auf die Drehung der Polarisationsebene aufheben, 
Um gleich hier vorwegzunehmen, bestätigten die Messungen 
die Annahme, daß die Dichte der Ionen nicht so groß ist, 
daß ein Einfluß auf die Brechung stattfinden kann. Im 
folgenden sei deshalb immer nur von Elektronenkonzentration 
die Rede; e und m seien Ladung und Masse der Elektronen. 

§ 7. Auswertung der MeBergebnisse  — 


. . r . . 
Mißt man die Verschiebung im Interferometer », so ist 
der Brechungsindex 
v+Kkı l = Schichtlänge in Zentimeter, 
4 = Wellenlänge in Zentimeter, 
0, 1,3,8... 
Wenn ferner die durchgehende Intensität ohne Anregung J,, 
mit Anregung J ist, so ist nach Gl. (2a): 


(11) n=1— 


(12) k= In 7 
Aus (8a) folgt: 
(13) S = 
und aus Gl. (7a): 
m 


Setzt man die Werte von N und S aus Gl. (13) und (14) 
und den Wert von ®y aus Gl.(2b) ein, so folgt n, und n 
und daraus die Drehung der Polarisationsebene EEE ; 


2nl 
@ = (n, — n,). 


Dabei ist noch eines zu bedenken. Die Gl. (13) und (14) 
enthalten n, den Brechungsexponenten des ionisierten Gases 
ohne Magnetfeld. Tatsächlich wurde nicht dieser Brechungs- 
exponent gemessen. Das Ausschalten des Magnetfeldes würde 
die Ionisierungsverhiltnisse vollkommen geändert haben; man 
würde also nicht denjenigen Wert von N gemessen haben, der 
bei den Messungen der Drehung der Polarisationsebene tat- 
sächlich vorhanden war. Gemessen wurde durch die Inter- 
ferenzmethode „der Brechungsexponent mit Magnetfeld“. Was 
die Interferenzmethode in einem solchen Fall tatsächlich mißt, 
ist, wie eine einfache Überlegung zeigt, der arithmetische 
Mittelwert 
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der Brechungsexponenten der beiden zirkular polarisierten 


Wellen. Für diesen gilt nach Gl. (7) 
1 An Ne? @ + Wy 
(15) (@ + @y)* + 
+ 1 
mo (® — @y 


1 S? 1 
w* + S? w* 
1 + — 
@ 


fre 


(17) = 2n, + 5 Er. (4, + 4,) 
l-n, 1—n,? 2 
(t+ + 49. 


Nun unterscheiden sich 4, und — 4, nach Gl. (16) nur um das 
2 
Glied = . u. es ist also mit großer Annäherung 
@ @ 
4, =— 4,. 


1 
Ferner ist nach Gl. (17) der Unterschied zwischen % und n, 


9 
‘ ey 
von der Größenordnung von 4,” bzw. 4,” bzw. (<a) . Man 


macht also auf keinen Fall einen iiber die Fehlergrenzen 
der Versuche hinausgehenden Fehler, wenn man statt n, den 
durch die Interferenzmessungen gelieferten Wert x verwendet. 

In nachstehender Tab. 2 sind die gemessenen und ge- 
rechneten Daten zusammengestellt. 

Die Übereinstimmung der berechneten und gemessenen 
Werte von ® ist durchweg als gut zu bezeichnen. Die etwas 
größere Abweichung bei Stickstoff ist leicht erklärlich: mit 
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Tabelle 2 


| 
| 


Stickstoff war es sehr schwer konstante Ionisierung zu er- 
halten. 

Man kann nun mit Recht einwerfen, daß ja sowohl die 
Bestimmung des Drehwinkels der Polarisationsebene als auch 
die der Verschiebung im Interferometer nicht eindeutig sind. 
Der Drehwinkel ® ist nur bis auf ein ganzes Vielfaches von 
180° bestimmt. Nun zeigt sich aber, daß ® > 180° bei den 
verwendeten Magnetfeldern Elektronenkonzentrationen liefert, 
die weit höher sind, als die kritische Konzentration, für die 
der Brechungsindex zu Null wird. Es kommen also nur klei- 
nere Winkel als 180° in Frage, d.h. praktisch ist die Be- 
stimmung der Drehung der Polarisationsebene eindeutig. Anders 
verhält es sich mit der Verschiebung der Interferenzen. Die 
Verschiebung v ist nur bis auf ein ganzes Vielfaches der Wellen- 
länge bestimmt. Also 

vV=v+pA. 


In Tab. 3, erste Spalte, sind nun die N-Werte für p=0, 1, 2 und3 
aufgetragen, und zwar bestimmt an Argon bei 15-10—-*mm Hg 
aus der Verschiebung v = 11,7 mm mit B,,, dem meist ver- 
wendeten Empfänger, dem eine Wellenlänge 4 = 4,15 cm zu- 
zuordnen ist. 

Andererseits errechnet sich aus dem gemessenen Dreh- 
winkel der Polarisationsebene nach (10) N zu 2,49. 10!'/cm?. 
Man erkennt deutlich, daß dieser Wert nur dem für p =1 
und keinem anderen zuzuordnen ist. PR 


aan 52,5 | 40 | 0,608 | 33 | 4,10 | 144 | 159 | -15 
BL. 70,0 | 30 | 0,430 | 55 | 5,31 | 32,3 | 314 | +09 
87,0 | 4|0969 | 5/040] 15 | 16 | - 01 
925 | 15 | 0,779 | 21 | 2,54 | 128 | 130 | - 02 

ee 925 | 15 | 0,795 | 20| 2,39 | 12,0 | 11,6 0,4 
| 82,0 | 17 | 0,782 | 14 | 252 | 11,2 | 121 | -09 
87,0 | 42 | 0,618 | 91 | 4,08 | 23,0 | 24,4 — 14 

101,0 | 40 | 0,451 | 93 | 5,21 | 43,4 | 426 | +08 

Stickstoff 86,0 | 120 | 0,404 | 67 | 5,45 | 42,5 | 44,75 — 2,25 
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Tabelle 3 
| Aus der lage 
Mit B,, 4 = 4,15 cm | Drehung © = 13,0 Mit B,, A = 3,72 em 
p=0 N = 0,603-10 | 0,437 10" 
p=1 N = 2,54 -10"! em”? : 2,64 - 101! 
p22 N=4,05 -10%em—* N = 349.19 em™ 447 101: em—* 
p=3 N = 5,21 .10" em”? | 5,92 - 10" 


Um aber tatsächlich zu beweisen, daß diese Zuordnung 
richtig ist, wurde ein zweiter Empfänger B,, mit etwas kür- 
zerer Antenne und A = 3,72 cm verwendet. Im Interferometer 
wurde nun die Verschiebung mit B,, und B,, unmittelbar 
nacheinander gemessen. B,, lieferte die in der 3. Spalte der 
Tab. 2 aufgetragenen Werte und bestätigt damit die getroffene 
Zuordnung. 

Bei den übrigen Messungen wurde die Verschiebung im 
Interferometer immer nur mit B,, allein bestimmt, doch war 
die Zuordnung niemals in Frage gestellt. B,, war auf den 
Sender genau abgestimmt. Die Werte der Drehung wurden 
mit B,,, dem eine Wellenlänge 4 = 3,98 cm entsprach, ge- 


messen. =, 
§ 8. Diskussion der Versuchsbedingungen 
1. Periodische Anregung 5 
Bei der Berechnung der Elektronenkonzentrationen wird 
vorausgesetzt, daß sie zeitlich konstant sind, d. h. daß die An- 
regung kontinuierlich ist. Tatsächlich war die Anregung durch 
den Poulsengenerator aber periodisch. Seine Wellenlänge war 
1600 m, d.h. der zeitliche Abstand eines Spannungsmaximums 
vom nächsten ist etwa 5-10”® sec. Es ist aber nach Dänzer (6) 
die Lebensdauer freier Elektronen, gemessen unter ganz ähn- 
lichen Bedingungen an Argon sicher größer als 2-10”? sec., 
d.h. die Zahl der freien Elektronen verringert sich während 
der Anregungspausen nicht nennenswert. 
2. Inhomogenität des Magnetfeldes N 
Für die Berechnung der Elektronenkonzentration ist 
weiterhin ein homogenes Magnetfeld vorausgesetzt. Bei kon- 
stanter Elektronendichte ist der Drehwinkel der Polarisations- 
ebene in erster Näherung der Stärke des Magnetfeldes pro- 
portional. Daraus folgt, daß es gestattet ist, mit großer An- 
näherung das inhomogene Magnetfeld durch ein homogenes 
zu ersetzen, dessen Stärke der Mittelwert aus dem inhomogenen 
Feld ist. Das magnetische Feld der Spule und sein örtlicher 
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Mittelwert wurde nach Untersuchungen von K. Bartz (20) be. 
rechnet. Die Ausmessung des Magnetfeldes an einigen Punkten 
mittels einer kleinen Probespule ergab gute Ubereinstimmung 
mit den berechneten Werten. 


= 
ame 3. Wechselstrom-Magnetfeld der Anregungsspule 


RE? Außer dem Gleichstrommagnetfeld verursacht auch das 
Magnetfeld des Wechselstroms in der Anregungsspule eine 
Drehung der Polarisationsebene. Der effektive Wechselstrom 
war etwa maximal 25 Amp. Seine Wirkung muß eine Ver- 
breiterung des die Lage der Polarisationsebene anzeigenden 
Maximums ergeben. Tatsächlich wurde auch eine Verbreiterung 
des Maximums mit Anregung und Magnetfeld gegenüber dem 
ohne Anregung und Magnetfeld gemessenen festgestellt. Dieser 
Effekt ist aber für die Messungen solange ohne Bedeutung, 
als das Maximum so scharf bleibt, daß seine Lage gut zu be- 
stimmen ist. 

4, Die riumliche 

<i Inhomogenität der Elektronenkonzentrationen 


muß ebenfalls eine Verbreiterung des Maximums, das die Lage 
der Polarisationsebene bestimmt, verursachen und ebenso die 
Maxima und Minima der Interferenzkurve verflachen. Doch 
scheint diese Inhomogenität nicht allzu groß gewesen zu sein, 
weil bei allen Messungen sowohl die Polarisationsmaxima, als 
auch die Interferenzminima deutlich ausgeprägt blieben. 


§ 9. Zusammenfassung 


1. Mit gedämpften elektrischen Wellen von etwa 4 cm 
Länge wurde die durch ein Magnetfeld hervorgerufene Drehung 
der Polarisationsebene (Faradayeffekt) an ionisierten Gasen 
nachgewiesen und gemessen. 

2. Gleichzeitig wurde auch der Brechungsindex und Ab- 
sorptionskoeffizient bestimmt. 

3. Entnimmt man aus dem Brechungsexponenten den Wert 
der Elektronenkonzentration, so läßt sich die Größe der 
Drehung der Polarisationsebene auch berechnen. Die so be- 
rechnete Drehung stimmte mit der gemessenen innerhalb der 
Fehlergrenzen überein. 

4. In Neon, Argon und Stickstoff gelang die Erzeugung 
der notwendigen hohen Elektronenkonzentrationen (3 - 10?" bis 
6.10!!/cm®), während es in Luft und Wasserstoff nicht mög- 
lich war, genügend hohe Elektronendichten zu erhalten. 
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Beitrdge zur Theorie 
geometrischen Elektronenoptik 


Von Johannes Picht 


er it 2 Fi 
(Mit 2 Figuren) 
ER Inhalt: $1. Die Grundgleichungen der Elektronenstrahlen. — 
§ 2. Die Potentialfunktion » = @ (g,z). — § 3. Die Differentialgleichung 
der paraxialen Elektronenstrahlen. — § 4. Anwendung von (18) [§ 3] auf 
eine spezielle einfache Potentialverteilung. — § 5. Umformung der Dif. 
ferentialgleichung (18) [§ 3]. — 36. Die zugehörige Riccatische Dif- 
ferentialgleichung. — § 7. Integration der Differentialgleichung (22) [§ 5] 
durch Reihenentwicklung. — § 8. Integration der Differentialgleichung 
(18) [$ 3] durch Reihenentwicklung. — $9. Weitere Umformung der 
Differentialgleichang (18) [$ 3) für den Fall, aus bekanntem og = 0 (2) 
die Funktion ® = ®(z) zu berechnen. — § 10. Integration von (35) [§ 9] 
durch Reihenentwicklung. — $ 11. Ausführung der Integration für einige 
spezielle Fälle. — $ 12. Die partiellen Differentialgleichungen der Elek- 
tronenoptik. —-$ 13. Einige elektronenoptische Folgerungen aus (17 [§ 3}. 
— $14. Zwei Fundamentalstrahlen. — § 15. Berechnung der zu einer 
vorgegebenen Brennweite gehörigen Potentialverteilung. — § 16. An- 
geniherte Bestimmung der Brechkraft einer gegebenen Potentialver- 
teilung. — §17. Brechkraft einer Reihe aufeinanderfolgender Medien 
von verschiedenem Brechungsindex, verschieden gekrümmten Begren- 
zungsflächen und gleicher, sehr kleiner Mittendicke. — § 18. Berech- 
nung der Lage zweier (spezieller) konjugierter Punkte und des Ver- 
größerungsverhältnisses in ihnen im Anschluß an Gullstrands „Die 
optische Abbildung in heterogenen Medien...“ — 819. Berechnung 
der Brechkraft und der Lage der Hauptpunkte unter Benutzung der 
Ergebnisse des vorigen Paragraphen. — $ 20. Berechnung der Brech- 
kraft und der Lage der Hauptpunkte im Anschluß an Gullstrand. 


In verschiedenen in der letzten Zeit erschienenen Ar- 
beiten!) ist experimentell gezeigt worden, daß auf die Elek- 
tronen und auf Elektronenstrahlenbündel die Gesetze der geo- 
metrischen Optik angewandt werden können. Als elektronen- 
optische „Linsen“ und „Spiegel“ dienen hierbei magnetische 
oder elektrische Felder. Nur mit elektrischen Linsen wollen 
wir uns in dieser Arbeit beschäftigen. Das Eigentümliche 
dieser Linsen ist — und darin unterscheidet sich die Elek- 

1) z.B. M. Knoll u. E. Ruska, Ann. d. Phys. [5] 12. S. 607. 1932; 
E. Brüche, Naturw. 20. S. 49. 1932; E. Brüche u. H. Johannson, 
Naturw. 20. S. 353. 1932. 
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ironenoptik von der in der Praxis meist benutzten Lichtoptik 
—, daß es sich hier um Linsen mit örtlich variablem Brechungs- 
index handelt. Es gibt indessen — worauf schon wiederholt 
hingewiesen wurde — auch in der Lichtoptik Linsen mit ört- 
lich und zeitlich variablem Brechungsindex, nämlich z. B. die 
Linsen des menschlichen oder tierischen Auges. Und auch 
die Theorie dieser „inhomogenen“ Medien ist schon verhältnis- 
mäßig weit entwickelt worden’), so daß es naheliegt, jene 
Theorie auf die Elektronenoptik zu übertragen. 


$1. Die Grundgleichungen der Elektronenstrahlen er 


Die von der Kathode ausgehenden Elektronen erfahren 
durch die zwischen Anode und Kathode liegende Spannung E 
eine Beschleunigung. Nach Durchlaufen der Spannung E be- 
sitzen sie so die Geschwindigkeit v,, die sich aus E und der 
Masse m der Elektronen nach der bekannten Formel } mv, ?= 
e-E berechnet. Durchlaufen die Elektronen nun ein weiteres 
Potentialgefälle $ = g(o, 2), wo z die Fortpflanzungsrichtung 
der Elektronen bzw. die Achse des Elektronenstrahlenbündels 
ist, so gilt: 

(1) mvt= 


und andererseits 


(3) 


ve 


Hr. Prof. v. Laue, der mich zu dieser Arbeit anregte, und 
dem ich fiir diese Anregung herzlich danke, machte mich 
darauf aufmerksam, daß zwischen den Werten ¢ (0, 2) des axial- 
symmetrischen Potentials an der Stelle (0,2) und den Werten 
9(0,2) = ®(z) dieses Potentials an den Stellen (9 = 0,2), d.h. 
auf der Achse eine einfache Beziehung besteht. Denken wir 
uns nämlich g(0,z) = ®(z) in ein Fouriersches Integral um- 
geformt, also 


§ 2. Die Potentialfunktion » = 9 (e, 2) 


1) L. Hermann, Pflügers Archiv f. d. ges. Physiologie 27. S. 310. 
1882; L. Mathiessen, Pfliigers Archiv f. d. ges. Physiologie 32. S. 101. 
1883; A. Gullstrand, Kungl. Svenska Vetenskapsakademiens Hand- 
lingar 43. Nr. 2. 
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0, 2) = = 


wo J,(iko) die vom Argument iko genommene Besselsche 
Funktion 1. Art und nullter Ordnung ist. 

Daß g(o,2z) der Laplaceschen Gleichung Ap=0 ge 


nügt, erkennt man sofort, wenn man beachtet, daß 


6 x? ay? e 02? 

ist, und daB nach bekannten Formeln iiber Besselsche Funk- 
tionen 


49 = 


‘ 
(8) J, (&) + <4; (&) 


ist. 
Entwickeln wir jetzt g(o,2) nach Potenzen von o, so er- 
halten wir zuniichst wegen der axialen Symmetrie 
( = (0,2) + £ 
$ (0,2) (0,2) + 2! ö 4! 6 of 
2m 2m \ 
Beachtet man nun die oben angegebenen Gl. (4)—(6), 
leitet man leicht ab, da 


d’” J, ik | jem _2m)! 
m 2m ? 


Setzen wir dies in (9) ein und schreiben wieder g (0,2) = 
&(z), so erhalten wir 
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1 ,@0 , 1 1 
(2) “dz? ? dz*—-2304 Q az 
1 
(11) | + 
1 
1 m _ __ 5 .. 
BEN 2-™ (mi)? dz’” + 


Ist die Aufgabe gegeben, die für eine bestimmte „Linsen- 
wirkung“ erforderliche Verteilung g(o,z) zu berechnen, so läßt 
sich diese Aufgabe demnach auf die einfachere zurückführen, 
die Funktion ®(z) zu bestimmen. Es ist dann nur notwendig, 
etwa unter Benutzung der Gl. (11) den Wert von g(o,2) für 
hinreichend von der Achse entfernte Punkte (o + 0,2) zu be- 
rechnen und dafür zu sorgen, daß an diesen Stellen das wirk- 
lich vorhandene Potential mit dem errechneten übereinstimmt. 
Ist diese Übereinstimmung erzielbar oder erzielt, so ist dem- 
nach auch der Potentialverlauf im ganzen Feld eindeutig ge- 
geben; insbesondere das errechnete ®(z) praktisch ver- 
wirklicht. 

Für spätere Zwecke merken wir uns im Anschluß an (10) 
gleich noch einige spezielle Formeln. Es ist für 9 = 0: 


(13) | 1 d* 
op _ 3 


$3. Die Differentialgleichung der paraxialen Elektronenstrahlen 
Wir kehren zu den Gl. (1) und (3) zurück. Setzen wir 
n (3) den Wert von @ aus (11) ein, so wird 


(15) 


2 dz 8 dz 384 de 


Beschränken wir uns auf kleine Werte von o, also auf 
„Paraxialstrahlen“, so können wir die höheren Glieder der 
Reihenentwicklung vernachlässigen und erhalten 


4 (0,2) = D(z) 


ak. 
| 
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Aus (16*) und (16) folgt dann nach einigen Umformungen: 


‘ d 1 d? @ 
2VE-0@ (VE-0@ <2) = Fe 


(18) kann bei vorgegebener axialer Potentialverteilung 
aufgefaßt werden als Differentialgleichung fiir 0 = o(z) zur Be- 
stimmung der Bahn der paraxialen Elektrone..strahlen. Und 
umgekehrt kann (18) als Differentialgleichung für ®(z) an- 
gesehen werden, die es gestattet, die Potentialverteilung zu 
berechnen, die notwendig ist, damit ein bestimmter durch 
o = o(2) gegebener Verlauf der paraxialen Elektronenstrahlen 
verwirklicht wird. 


> 
§ 4. Anwendung von (18) 
auf eine spezielle einfache Potentialverteilung Ä 
Als Beispiel der ersten Fragestellung behandeln wir den 
speziellen Fall, daß 


Bz 
ist. Dann wird, da 

POS 7 (0, 2)=A+Bz 


unabhängig von o, d. h. wir haben eine Potentialverteilung, 
wie sie etwa zwischen zwei hinreichend großen Kondensator- 
platten besteht. 

Setzen wir diese Werte in (18) ein, so ergibt sich nach 
Lösen der Differentialgleichung, wenn noch die Anfangsbedin- 
gungen an der Stelle 2= 2, durch 


(= = ts 


(19) 


— | 
Außerdem gilt hier < also nach (1): 5 
we 
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_VE-A- A- - Bz, 


(20) 


2 
B VE-A-Bz, 


gültig für Paraxialstrahlen. 

Für den behandelten Spezialfall lassen sich die Gl. (1) 
und (2) auch ohne die — für die Paraxialstrahlen berechtigten 
— Vernachlässigungen streng lösen. Es ergibt sich dann: 


dz VE-A-Bz- Be - 2) tg* a, 


tg @ 


und 

20* 

r Be- {1- VE-A- Be-Be- a, | 
VE-A — Bz, 


2 
cos? a, 


1g zu Für Werte von «, für die cos?a@, = 1; tg? a, 
durch werden kann, besteht also Übereinstimmung suinchen (20% 2 
ahlen und den oben gegebenen Formeln (20. Der Unterschied 
zwischen den Formeln (20) und (20*) ist durch die „sphäri- 
sche Aberration“ des „geschichteten Mediums“ bedingt. Wir 
können das geschichtete Medium, d. h. die durch (19) gegebene 
Potentialverteilung als elektronenoptisches Analogon eines 
Satzes von hintereinander gestellten Glasplatten (der Licht- 
optik) auffassen, deren Brechungsindices von Glasplatte zu 
Glasplatte (etwas) verschieden sind. Erstreckt sich z. B. die 
Potentialverteilung (19) von z= 0 bisz = 1, während vorher 
und nachher das Potential konstant ist?), und gehen die Elek- 
tronenzahlen von einem Punkte z < 0, o = 0 aus, so errechnet 
man aus den Formeln (20*) leicht, daß sie nach Durchlaufen 
des Potentialgefälles herzukommen scheinen von einem Punkte 

ator- COS 0 R~A 


nach + VE — AY(E —A)cos*a, — B 


fe — A) cos* — B|, 


- den 


1) Eine solche Potentialverteilung läßt sich ja leicht experimentell 
verw 
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wofür wir mit der Bezeichnung (EZ — A) cos? =D, auch 
schreiben kénnen: 


unc 
Für die Paraxialstrahlen erhalten wir dagegen unter Be- oe 


nutzung der Formeln (20) für den scheinbaren Ausgangs- 
punkt 2 mit H—A=D: 


-VD-B]yD-B. 


Der Unterschied zwischen den beiden Formeln für 2 gibt 
die „sphärische Längsaberration“ dieses speziellen Falles. 

Ist tg«,= 0, trifft also der Elektronenstrahl | auf das 
„geschichtete Medium“, so bleibt 9 = o,, d. h. der Elektronen- 
strahl geht ungebrochen durch das „Medium“ hindurch, _ D: 

3 


zel 


85. Umformung der Differentialgleichung (18) 


un 
Gl. (18) läßt sich übrigens noch wesentlich vereinfachen. 
Wir schreiben diese Gleichung zunächst folgendermaßen: 
al 
1 de _ 1 eo 
(18%) dz? 2(E- dz dz dz? = 0, 
u 
Führen wir jetzt eine neue Variable P ein durch 
ome? a2“, p 
so gilt fiir P = P(z) die Differentialgleichung Rae I 
a 
wo k 
; 3 d@\2 3 d 2 
(23) h(z) 16 (E- Ow) | ( log F(a) 
( 
Aus (23) folgt übrigens, daß h(z) im ganzen Bereich von 
z stets =0 sein muß. ‘ 
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$6. Die zugehörige Riccatische Differentialgleichung 
Ist jetzt ®(z) (und E = const), also auch F(z) und dem- eee a 
B. nach nach (23) h(z) gegeben, so läßt sich nach (22) P= Pe) 
und nach (21) go = o(2) berechnen. Die Gl. (22) läßt sich nun 
ar Be. noch umformen. Wir können dafür schreiben: = = 
(log P'Y- (log P/ =—h. | 
Wir denken uns — h = — h(z) in zwei Faktoren ie 
k*(2) - k(2) = — h(a) 
“gibt zerfällt derart, daß 
f das log P’= | k*(e)dz, 
onen- = [k(e)dz. 
= Dann wird 
q (25%) Pn P= 
; und demnach 
chen. k(z)dz (2) dz 
also 
-=(), dog ke) + = [k* (2) dz 
und durch Differenzieren 
k’ (2) h (2) 
k (2) = = ~ k 


von 


2) |§ +h =0. 


Dies aber ist die Riccatische Differentialgleichung. Be- 
stimmt man aus ihr die Funktion k = k(z), so ergibt sich 
P= P(z) aus der zweiten der Gleichungen (25* und o = 9 (2) 
aus (21). 

Die Gl. (25) ist nur unter gewissen stark einschränkenden 
Bedingungen in geschlossener Form lésbar.') Ist ein parti- 
kuläres Integral k, (2) von (25) bekannt, so ergibt sich das 
vollständige Integral aus 

ke)=k(d)+ 

1) Vgl. z. B. L. Bieberbach, Theorie der Differentialgleichungen, 

2 = E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers, 
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wo für v = v(2) die Differentialgleichung 


dv 
dz 


— 2k, (2)-0(2) =1 
gilt, also 
0.87% Integration der Differentialgleichung (22) 
durch Reihenentwicklung 
Im allgemeinen Fall läßt sich (22) in Reihendarstellung 
lösen. indem man für P= P(z) den Ansatz P(z) = 242, 


also 2 a(t — 1)a,2i=? macht 


und ebenso he) nach Serene von z entwickelt, also 
@ 
= S)),z'. Man erhält dann für die Koeffizienten a, der 


unbekannten Funktion P=P(2) die Rekursionsformel 


1 
(26) a,,= G+D G42) {4,05 + + 4,0, 
wo also a, und a, — entsprechend den zwei bei der Inte- 
gration von (22) auftretenden Konstanten — beliebig wählbar 


sind und den Anfangsbedingungen angepaßt werden können. 
Speziell liefert (26) also: 


a,, a, beliebig 


1 
a, = -5%b 


0 


a,= — by + 4, 


(My bo +4, b,+4,5,)= b, +a,b,). 


Ist speziell b, = 0, so sind wieder a, und a, beliebig, während 
sich aus den Formeln (26) und (26 a) a, =0 ergibt. Im 
übrigen bleiben die Formeln (26), (26a) unverändert. 

Für große Werte von z — bzw. in größerer Entfernung 
von den Hauptpunkten (vgl. $13) — wird es vorteilhaft sein, 
die Funktionen h(z) und P(z) nicht nach steigenden, sondern 
nach fallenden Potenzen von z [bzw. von (¢—2g)=£] zu 


entwickeln. Machen wir also den Ansatz P= S)a_,2- 


age 
; h= 
0 S 
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h= So_,e-4, so wird P’ = + l)a_,z-@+%, Durch 


0 
0-Setzen der Koeffizienten von z-‘ in P’+hP=0 erhalten 
wir dann wieder eine Rekursionsformel für die a_,. Dabei 
haben wir aber einige Sonderfälle zu beachten. Ist b, + 0, 
so liefert unser Ansatz nur die triviale Lösung a_,=0, also 
P=0. Das Gleiche gilt für b,=0; b_,+0 sowie fir 
d,=b_, = 0; b_, +0 und + —2. 


so ergibt sich das partikuläre Integral Rn 
a, = 0; a_, beliebig 
i—1 
1 
j=l 
(¢ = 2,3,4,...). 
It b, = b_, = b_, = 0; b_, +0, so wird a, beliebig. 
i-1 
1 
v= 1, 2, 3 


Ist b, = b_ so ist a, 
beliebig, = =0, und es gelten weiter 
die Formeln 

i@+1) 


(27 b) 1 
= — id+)D a, b_ (42) + > a_;b_u4945 
j=k-1 


(i=2k—2, 2k—1,...). 
[Das vollständige riper re wir dann z. B. nach § 6 
berechnen, wo wir ( - (log P(2)) zu setzen haben.) 


Die Formeln (26) rk (27) gelten also für den Fall, daß 
y = p(o,2) baw. ®=®(2) bekannt ist und o = 22) gesucht 


wird. Aus (23) berechnet man dann h = h(z - 3, zt, aus 


(26) bzw. (27) P= P(2) = Da,:' und hieraus nach (21) die 
0 
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Nehmen wir die Hilfsfunktion P= Pe) als bekannt an, 
so läßt sich aus (22) 


1 
(28) Pe) 
ferner aus (23) und (24) 
(29) ®()=E— const -e 
und aus (21) 
berechnen. 


Die Hilfsfunktion P = P(z) als bekannt anzunehmen, mutet 
zwar zunächst recht willkürlich und unberechtigt an, besitzt 
aber doch insofern eine gewisse Berechtigung, als ja an den 
Stellen, an denen P(z) = 0 ist, auch o(e) = 0 ist. 

Handelt es sich also allein um Abbildung eines Achsen- 
punktes und kommt es auf den Verlauf der Elektronenstrahlen 
zwischen Objekt- und Bildpunkt nicht an, so genügt es, eine 
geeignete Funktion P= P(z) so zu wählen, daß sie an der 
Stelle des Objekt und Bildpunktes verschwindet. 

Doch auch noch in anderer Hinsicht besteht eine gewisse 
Berechtigung, von P(z) als bekannter Funktion auszugehen. 
Ist es doch hierdurch in einfachster Weise möglich, eine große 
Zahl von zusammengehörigen Funktionspaaren g=o(d); P= 
zu berechnen. 

Ist o = o(z) gegeben und ® = @(z) gesucht, so läßt sich 
(22) nicht anwenden, da ja in die zwischen o(z) und P(z) be- 
stehende Beziehung (21) noch ® (2) eingeht. 


§ 8. ‘Integration der Differentialgleichung (18) 
durch Reihenentwicklung 


Wir miissen dann auf (20) zuriickgehen, das wir jetzt 
unter Einführung von F(z) nach (24) schreiben können 


(31) 47.9" +2 +0-F"=0. 


Entwickeln wir hier die als bekannt vorausgesetzte Funk- 
tion 9 = o(2) nach Potenzen von z, so daß 


o(2) = 


ist und machen fiir F = F(z) den Ansatz Sa ye 


J.J 


so 
erh 
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(32) 


bzw 


| 
= 
(32 
| 
ma 
. 
3 
me an 
Lö 


etzt 


nk- 


J.Picht. Beiträge z. Theorie d. geometrischen Elektronenoptik 937 


so lassen sich die Koeffizienten a, aus den b, berechnen. Wir 


erhalten für b, +0 die Rekursionsformel rod 
j=0 


+45 +1) + 2)]-a,_,b,,;. 


wofür wir auch schreiben können: 


| a,,a, beliebig 


i-1 
1 B 
j=0 
| (i = 2, 3, 4,...) 34. 


Ist b,=0; b, +0, so ergibt sich aus unserem Ansatz 
bzw. aus (32): 
a, beliebig 
i-1 
%-1= 7 DEE 
j=1 


(i = 2,3, 4,...) 


oder 


(32a) 


i-1 
1 
j=0 


= 1, 2,8,...) 


Ist b, = b, = 0, so liefert unser Ansatz nur die triviale Lösung = 
a=0, d.h. F=0. 
Wie in §7 kann es auch fiir die Lösung von (31) zweck- 
mäßig oder notwendig sein, die gegebene Funktion 9=o(2) 
nicht nach steigenden, sondern nach fallenden Potenzen von i 


z zu entwickeln. Machen wir also den Ansatz 9 = Sıb_,2-i; BE 
v 
F=>a_,2', so finden wir als Lösung für F(2), falls b, + 0 ist, ir 7 
a, beliebig 

1 .,. .. 


j=0 


t an, a 
1utet 
sitzt 
den w 
sen- 
hlen 
eine 
der 
hen. 
rope 
D2) 
sich 
be- 
Ist db, = 0, so liefert unser Ansatz wieder nur die triviale 
Lösung a_,=0,d.h. F=0. 
| 
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§ 9. Weitere Umformung der Differentialgleichung (18) für den 
Fall, aus bekanntem o=o(z) die Funktion ®=@(z) zu berechnen 

Wir können noch einen anderen Weg hier angeben, der 
evtl. noch einfacher F= F(z) in Reihendarstellung zu be- 
rechnen gestattet, falls 9 = o(2) gegeben ist. 

Betrachten wir (31), so sehen wir, daß wir dafür auch 
schreiben können 
30”-F + (0-F)’ =0 


oder 


Setzen wir noch 9 F = G(z) und > x = 9(2), so geht | 34) über is in 


(35) (2) + g(z)-G(z) = 0.| 


§ 10. Integration von (35) durch Reihenentwicklung 


Ist jetzt o = (2) bekannt, so kennen wir auch - 


und wir erhalten mit 


(36) 


wieder wie oben (26) 
1 


Für F= F(z) ergibt sich dann 
(38) F(2 = a2. 


4 2) Pr 


Es gelten hier genau die gleichen Bemerkungen, die wir oben 
in §7 im Anschluß an Gl. (26) gemacht haben, so daß wir 
diese hier nicht zu wiederholen brauchen. 

Das Gleiche gilt auch für die Entwicklung von g(z) und 
G(z) nach fallenden Potenzen von z Wir erhalten wieder 
dieselben Formeln wie in § 7, die wir daher hier nicht zu 
wiederholen brauchen. Auch die einzelnen Spezialfälle über- 
tragen sich völlig ungeändert. 


§ 11. Ausführung der Integration für einige spezielle Fälle 


1. Im Anschluß an die vorstehenden Überlegungen seien 
noch für einige spezielle Fälle die tatsächlichen Lösungen 


un 


ode 


Da 
Kir 


J.] 
> : finc 
geh 
wie 
die 
gun 
4 
Zu | 
hy} 
Di 
In 
SER. 
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ie 
od 
Di 
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oben 
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und 
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zu 
iber- 


le 
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gen 
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angegeben. Ist verlangt, eine Potentialverteilung derart zu 
finden, daB die vom Punkte z = 0 in beliebiger Richtung aus- 
gehenden paraxialen Elektronenstrahlen sich im Punkte z = 1 
wieder treffen, und soll der Weg der Elektronenstrahlen durch 
die Gleichung o(z) = Cz(1 — z) gegeben sein, wo C die Nei- 
gung der Sisktsonwnelielilen im Punkte z = 0 angibt, so wird 


(2) =C—2Cz; 0"=— 20, 
und (31) lautet jetzt: 
oder nach Division durch C 
21 

Das ist die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 
Ein partikuläres Integral dieser Differentialgleichung ist die 
hypergeometrische Reihe F(«,,y,2), die definiert ist durch 

ar + 1) (8 + 2) 


——2°+.. 
+ 1.23 + + 2) + 


In unserm Fall wird 

Die Koeffizienten « und f sind bei uns konjugiert komplex. 

In der hypergeometrischen ew treten sie nur in Verbindung 

x)(? +x) auf mit x = 0,1,2,... Setzen wir e=u-+iov; 
B=u—iv, so wird + x) = (u + x)? + 

. 2. Ganz entsprechend erhalten wir, wenn die Potential- 

verteilung durch die spezielle Gleichung 


(P(2) = — 2) 
gegeben ist, wenn also 
F(2 
ist, für den Weg oe = o(2) der Elektronenstrahlen nach (31) 
die Differentialgleichung 
4C z(1—z)o”+ 2C(1 — 2z)0'— 2Co=0 
oder nach Division durch 4C 


2(1—2)0"+ (3 


Diese Gleichung hat wieder die Form der hypergeometrischen 
Differentialgleichung und liefert sofort in der Umgebung von 
z=0 


r den 
chnen a 
1, der 
auch - 
a 
er In on 
> j 
:9(2), 
= = 
i 
| 
4 
a 
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(is 1 

= 0,-F (572; — 2) 

+ +5025 5; 2), 


wo C, und C, Konstanten sind, die den Anfangsbedingungen 
angepaßt werden können. 


3. Ist, um ein anderes Beispiel zu wählen => 
n+1 
1 
F(z) = const Ve-*42"*1, 139° 


so benutzen wir, um den Weg o = o(z) der Elektronenstrahlen 
zu finden, Gl. (22) und bilden zu diesem Zwecke nach (23) wegen (39) 


3 und 
log F(z) = — A z+14 const, dau 
+ AI 
Dies in (22) eingesetzt, ergibt use Le zun 
+3 A?2" P(z) = 0 Fal 
Dies gibt (vgl. Jahnke-Emde, S. 167) das partikuläre 
tegral ') 
und nach (21) Die 
n+1 AV3 
atl AV3 arı 
o(2)=const Vz Ve (443. ), 
F 2(n+1) 
wo J , die Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 
2(n+ 1) 
— —— ist. Für n = 0 geht dies über in: 
2(n +1) 
0(2) = conste4:Yz J, (423) = const, - e4*sin (Az /3) 
(39) 
®(2)= E — const-e alec 
1) pase vollständige Integral ist | 
Pe) = Vi + GN, 
1 


| 
i 
en. 
JE 
Es 
=. N 
ig 
2 


j 
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Es ist noch 


2 
= — const - 16 A?e-44: = 
= dt @ 256 At 


so daß nach (9) en 

| g(o,2)=E—const | 

* 
(39 | — 4 A? 9? + 8 


(39) und (39*) geben den Verlauf von @(z) = g(0,2); w(e,2) 
und o=o(2). (39) zeigt, daß die Elektronenstrahlen hier 
dauernd wieder die Achse schneiden. Es wird 9 =0 für 
t= = ; a, wo m=0,1,2,3,... Wir erhalten also einen 
,Knotenstrahl“, dessen „Bäuche“ mit wachsendem z bei A > 0 
zunehmen, bei A < 0 dagegen abnehmen. 

4. Eine andere interessante Lösung ergibt sich für den 
Fall, daß wir ausgehen von 


*) mit a =const 
P=az@—2) 2* = const. 


Aus (22) erhalten wir dann 
Dies liefert 
d 2 


16 dz log F (2) —2) 


d 2 1 
log = — 44/2 


2z—2* 
log =— are sin ~~ = + 


* 
2 2z2—2* 

-4 » are sin 
3 z* 


F (z) = const -e 


also 
_ iV? arc sin 
P(z2)= E — const - e 
und 
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wo C eine Konstante ist, die sich aus der Anfangsrichtung tg a, 
des Elektronenstrahles an der Stellez = 0, 9 = 0 zu 


CD _ 2-const [16 _ @-22) e-ıY3 are sin 22 —** 
dz* 3 z (e* — 2) V z(e*—2) 
so wird 
g (0, 2) = E — const 
2: 


3 
sV? are sin —— 1 16 + (22-2) V6 
62 (z* —2) Vze*-2 |] 


Es lassen sich so in einfacher Weise noch eine Reihe von 
weiteren speziellen Fällen behandeln, doch wollen wir davon 
absehen, da ja oben bereits allgemein die Lösung der Diffe- 
rentialgleichungen in Reihendarstellung gegeben wurde. 


$ 12. Die partiellen Differentialgleichungen der Elektronenoptik 


Die oben aufgestellte Differentialgleichung (18) und die 
aus ihr durch Umformung hervorgegangenen gelten nur für 
die paraxialen Elektronenstrahlen. Für Elektronenstrahlen, 
die weiter von der Achse entfernt sind, gelten dagegen par- 
tielle Differentialgleichungen, die wir jetzt angeben wollen. 

Da für die Elektronenstrahlen die gleichen Gesetze wie 
für die Lichtstrahlen gelten, so gilt auch hier das Fermat- 
sche Prinzip 


wo ds das Linienelement der Elektronenstrahlen und 


un VE= 9 


der variable Brechungsindex ist. Nach den Lehrsätzen der 
Variationsrechnung verschwindet nun die erste Variation des 
Q 


„Wegintegrals“ F nds dann und nur dann, wenn für n längs 


(41) 


vert 
Fur 
übr 
der 
so 


sine 


zus 


(42 


ist. 


er: sche 

— 
on 

— 
Er 

= 
a 
m 
des „Elektronenstrahlweges“ zwischen Q, und Q, die Euler- 
schen Differentialgleichungen gelten. Da bei uns n nur vom 


der 
des 


Ängs 


ler- 
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Ort, nicht von der Richtung abhängt, so lauten hier die Euler- == 
. . . 2 rer 
schen Differentialgleichungen: 
dx adn an 2 4 
dn On dx On dy On dz 
de da de ' dy de de 


Nun ist n ~ VE —q(e,2). Setzen wir dies in (40) ein, 
so erhalten wir 
Cea dx dq 09 

dy dy dy dp 


az dz dq dp 
| — Ge ae 


=. 


Aus diesen Gleichungen sind bei gegebener Potential- 
verteilung @(o,2) die Werte z=2z(s), c= x(9), y=y(s) als 
Funktion des Parameters s zu berechnen. Die drei Gl. (41) sind 
übrigens nicht unabhängig voneinander. Multiplizieren wir sie 
der Reihe nach mit dxz/ds, dy/ds, dz/ds und addieren sie, 
so erhalten wir eine Identität. 

Für Strahlen, die von einem Achsenpunkt ausgegangen 
sind, können wir die beiden ersten Gl. (41) in eine einzige 


zusammenziehen. Wir erhalten dann: Pe 

d? o de do Op _ 

| 2(E — 9(92)) ds* ds ds + do 


(42) 
d?z dz do fa} 


ds»dz; Pla); = — 


ist. 


$ 13. Einige elektronenoptische Folgerungen aus (17) 


Wenden wir die für Paraxialstrahlen geltende Gl. (17) auf u: 
zwei verschiedene Elektronenstrahlen an, deren Bahngleichungen 
durch @, (2) bzw. 0, = 0, (2) bezeichnet seien, so erhalten ir 


= 0; 


2* 
le von 
davon 
Optik 
i = 
die 
ü A 
r für 
hen, | 
= 
| 
n. 
wie 
nat- 
- 
Für Paraxialstrahlen geht dies über in (18), da ja hier Ber; 
1 
dz 
| 
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do, 1 2 
er ce Multiplizieren wir die erste Gleichung mit o,, die zweite 
BL mit o,, subtrahieren beide Gleichungen und fügen 
1 1 Q, 
hinzu, so ergibt sich 
(a VE = -aVE-®@ =0, 
also 
do do; C 
43) —o, (2) — = 


wo C,, eine (von den beiden Strahlen abhängende) Konstante 
ist. Diese Gleichung sagt aus, daß für zwei Elektronenstrahlen 
1 “2 “dz Sl dz? 
trachtet als Funktion von 2, überall längs des ganzen Ver- 
d 1 
laufes proportional ——— 
P V E- @(z) 

Es sei ®, der Wert des Potentials im „Objektraum“. 

Betrachten wir hier einen parallel zur Achse einfallenden 
dz 


Strahl 9, 
Richtung a = tgu,=—b gehenden Strahl o, = b(z, — 4, 


so ergibt sich aus (43) fiir diese beiden Strahlen die Pro- 
portionalitätskonstante 


Ci, = ab YE-®, 
so daß für diese beiden Strahlen allgemein die Gleichung gilt: 


0, = 0,() und 0, = g,(2) die Differenz o 


1 } 
=a; “*' =0 und einen durch den Punkt 2, in 


dQ, do, V E- ®, 
(44) 7, = ab 
Ist z, der vordere Brennpunkt (Fig. 1), so verläuft 0, im 
Bildraum "parallel zur Achse, also ist dort 
,=—k; = 0. 


Ferner geht 9, im Bildraum — wo wir den Wert des 


Potentials mit D, bezeichnen wollen — durch den hinteren Brenn- 
= tg u, —K 


do 
punkt, den wir z, nennen, etwa in Richtung 2 


a 


Dan 


(46) 


(48) 


alin 
| 
Bren 
vord 
pun] 
(45) 
= 
en = 
v 
(46* 
Bild 
dess 
eine 
a 
Bile 
tr 
Gle 
wi 
> 
wo 
und 
(47) 
bek 
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Es ist also o, =h(z,— 2). Nennen wir noch die vordere 
Brennweite, d. h. den Abstand des vorderen Brennpunktes vom 
yorderen Hauptpunkte, f, den Abstand des hinteren Brenn- 
punktes vom hinteren Hauptpunkte f’, so ist 


(45) 


(46) f = 


Da der Brechungsindex = Y E — ®(z) ist, so besagt dies, daß 
(46*) nf=—nf' 


ist, wo n der Brechungsindex im Objektraum, n’ derjenige im 
Bildraum ist. 

Wir betrachten jetzt ein kleines achsensenkrechtes Objekt, 
dessen Abstand vom vorderen Brennpunkt gleich £ sei. Von 
einem seiner Punkte mögen die beiden oben benutzten Strahlen 


0 =a und 0, = b(z,—2) ausgehen, wo z, also wieder der 


vordere Brennpunkt sei. Dann ist {= ms =— 2 Das 


Bild habe vom hinteren Brennpunkt den Abstand &. Die 
Gleichungen der beiden Strahlen lauten im Bildraum wieder 
wie oben: 


o, =—k; 0, =h(z,—-2), 
wo 2, der hintere Brennpunkt ist. Dann ist {’ = — - 
und es folgt wegen (45) ; 


(47) 


4 
4 
‚weite 
a Fig. 1. Fundamentalstrahlen, Hauptebenen und Knotenpunkte © = A 
a Dann folgt aus (44) kh =ab VE- ®, , also 
ahlen VE-@ at 3 
3 | 
jum“, 
nden 
in 
Pro- 
7 
gilt: = 
7 
Aus dieser Gleichung und (46) leitet man auch leicht die ; 
des bekannte Abbildungsgleichung 
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ab, wo g=f+£ die ,,Objektweite*; g =f’ die Bild. 
weite ist. 

Wir betrachten jetzt noch einen dritten Strahl o, = 9, (2), 
dessen Richtung im Objekt- und Bildraum die gleiche ist, 
der also im Objektraum zum vorderen Knotenpunkt z, hinzielt 
und im Bildraum vom hinteren Knotenpunkt z, herzukommen 
scheint. Für o, gilt also im Objektraum: 


de; 


0, = B(z,—2); =—B q 


0, = B(z,—2); 


_ Für das Strahlenpaar o,, o, erhalten wir demnach aus 
(43), angewandt auf den Objektraum 


C,,=aBVE-®,, 


und angewandt auf den Bildraum wegen + =f’ 1 
_ V E— D, 
a — =f — =—f. 

VE-®, 


(49) 

(49) sagt aus, daß der hintere Knotenpunkt vom hinteren 

Brennpunkt um die vordere Brennweite entfernt ist. 

Ebenso liefert die Anwendung der Formel (43) auf die 
Strahlen o, und g, im Objekt- und Bildraum 
VE-% _y 
VE-®, 
d.h. der vordere Knotenpunkt ist vom vorderen Brennpunkt 
um die hintere Brennweite entfernt. 

Für die Abbildung ist wesentlich, daß alle von einem 
Punkte ausgehenden Strahlen sich wieder in einem Punkte 
treffen. Die Differentialgleichung der Elektronenstrahlen be- 
sitzt zwei unabhängige Lösungen (o, und g,). Jeder andere 
Strahl o, läßt sich durch diese darstellen in der Form 


0, = ¢€, 0, +0,09. 
Gehen 0, und go, von einem außeraxialen Punkt und o, vom 
zugehörigen Achsenpunkt z eines achsensenkrechten Flächen- 
elementes aus, so ist hier o, = 0, 0, = 9,, also c, = 1, c, be- 
liebig. An der Stelle z’, dem Bildpunkt von z, ist wieder o, = 0, 


(49*) 2, — % =— f 


45 


J.Pı 
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2 rent (50) 
dar 
ist. 
| | 
(51 
ir: 
@, Ebene), die vom gleichen Punkt auf o, im Objektraum 
ausgehen, schneiden also im Bildraum g, im gleichen Punkte. 


Bild- 
Qs (2), 
> ist, 


nzielt 
nmen 


aus 


eren 
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§ 14. Zwei Fundamentalstrahlen 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen sind — wie 
vorauszusehen — völlig identisch mit den entsprechenden der 
geometrischen Lichtoptik. Wie dort, können wir auch jetzt 
die „elektrische“ Linse schematisch ersetzt denken durch ihre 
Hauptebenen und ihre Brennpunkte. 

Die z-Achse schneide die vordere Hauptebene in z,, die 
hintere Hauptebene in z,. Ferner sei z, wieder der vordere, 
z, der hintere Brennpunkt. 

Einen im Objektraum parallel zur Achse verlaufenden 
Strahl 9, = 9, (2) können wir dann schematisch bis zum Schnitt 
mit der hinteren Hauptebene verlängert denken und ihn dort 
so geknickt denken, daß er im Bildraum durch den (hinteren) 
Brennpunkt geht. Die Neigung des betreffenden Strahles sei 
im Bildraum durch tg u,’ gegeben, während sein Achsenabstand 


o 
7 
(4) 7 
> AT 


19 Up 


im Objektraum — K, tg u,’ sei (Fig. 2). Der Ubergang von der 
Achsenparallelität im Objektraum zur Neigung tg u,’ im Bild- 
raum geschieht natürlich in Wirklichkeit nicht sprunghaft, 
sondern stetig. Einen solchen Strahl können wir nun durch 
die Gleichung 


1 
(50) 0, = V4e, + (2 2,)?+ + —%)— K,| tg 
darstellen, wo wir noch annehmen wollen, daß 
c,<K, und >0; K,>0 
ist. 
Ist |2z—z,|>4¢, und z—2, < 0 (Objektraum), so wird 


> Cy 

(51) {K, — —* >} teu teu’. 
Ist 2 —2,|>4¢, und z—z, >0 (Bildraum), so wird 
Je {K, —(@ tg u,’ 


(52) z—-2 
| Bar: 2 tg u" be (K, + 2,) tg u . 


@ 
: 
a 
> | 
wt 
Fig.2. Fundamentalstrahlen (X, > 0; K, 
ınkt 
nem 
ıkte 
be- 
lere 
en- 
be- 
0, 
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um 
te. 
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Aus (51) sehen wir, daB der Strahl im Objektraum achsen- 
parallel verläuft und von der Achse den Abstand — K, tg u 
hat. (52) sagt aus, daß ‚der Strahl o, im Bildraum geradlinig 
unter der Neigung tg u,’ verläuft und die Achse im Punkte 
(53) z 
schneidet, wo K, = dem objektseitigen Achsenabstand dividiert 
durch die bildseitige Neigung |tg u,’| ist. Außerdem erkennen 
wir aus (52), daß der bildseitige Strahl, rückwärts verlängert, 
die zweite Hauptebene (z = z,) im Achsenabstand — K, tg u, 
d.h. im Achsenabstand des objektseitigen Strahles, schneian 

Aus (53) folgt noch für die bildseitige Brennweite 
(54) 

Ganz entsprechend können wir einen Strahl o, = g, (2), 
der in Richtung tg u, durch den vorderen Brennpunkt 2, 2, geht 
und im Bildraum demnach den Achsenabstand + K, tg u, hat, 
darstellen durch 


=2,+K,- =%+K, 


(55) 6 V4e, + (2 — 4%)? + -2)- K,| tg u,, 


wo wieder ¢>0; K,>0 und „<K, sei. Ist jetzt 
und z—2,<0 so wird 


‘en 


Ist dagegen |— 2,)>4c, und z—z,>0 (Bildraum), 
so wird 


7) 4 
(57) 0, = + IK, 


Aus (56) entnehmen wir, daß der Strahl im Objektraum 
geradlinig in Richtung tg u, verläuft und die Achse im Punkte 


+K,tgu,. 


(58) =%4—-K,+3 ~4,-K, 
schneidet, so daß 
(59) ~-K, 


ist. Ferner schneidet die Verlängerung des objektseitigen 
Strahles die erste Hauptebene in einem Achsenabstand + K, tg u,, 
der nach (57) mit dem Achsenabstand des bildseitigen Strahles 
übereinstimmt. 
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$15. Berechnung der zu einer vorgegebenen Brennweite 
gehörigen Potentialverteilung 

Um die Potentialverteilung zu bestimmen, die einem 
parallel zur Achse einfallenden Strahl den durch (50) gegebenen 
Verlauf aufzwingt — anders ausgedrückt: um eine Potential- 
verteilung zu finden, deren hinterer Hauptpunkt und hinterer 
Brennpunkt (und demgemäß: deren hintere Brennweite) vor- 
gegeben sind — suchen wir die Reihendarstellung von (50) und 
bestimmen mit Benutzung derselben aus (32) die Reihen- 
darstellung von F(z), aus der sich nach (24) ® (z) berechnen läßt. 

Aus (50) erhalten wir mit 


bh =1-—K; b, = 1 


Setzen wir diese Werte in (32) ein, so erhalten wir, da 
a, und a, beliebig gewählt werden können, die beiden Lösungen 


0 0 
q Die Koeffizienten der ersten Lösung sind 
2 2 
| el; a4=0; gen 


Für die Koeffizienten der zweiten Lösung er, 
sprechend 


1: 1 . 


1 1 


(4 
2 
3 
z-2 2K, 2 
pt 
ım 
G@ eee 
(63) a, 
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Die allgemeine Lösung von (31) wird demnach 
(64) F)=C,-F,(¢) + F,(¢). 


Für die Potentialverteilung längs der Achse erhalten 
wir aus (24) 
(65) ot) 


Die Koeffizienten C, und C, lassen sich noch so be- 
stimmen, daß ®(z) und demnach ¢ ®(£) im Objektraum (£ < 0) 
und Bildraum (£ > 0) bestimmte vorgeschriebene Werte annimmt, 

Ganz ähnlich können wir auch unter Benutzung des 
zweiten Fundamentalstrahles (55) die Potentialverteilung © (£) 
bestimmen, wenn die Lage des vorderen Brennpunktes und 
des vorderen Hauptpunktes, d.h. die vordere Brennweite ge- 
geben ist. 


Für Werte von z, für die ->1 ist, wird es vorteil- 


haft sein, die Wurzel in (50) uch fallenden Potenzen von ¢ 
zu entwickeln und auf die so erhaltene Reihe die Formeln on 
anzuwenden, die hier allerdings noch etwas zu modifizieren 
sind, da in der Reihenentwicklung von o außer den negativen 
Potenzen von £ auch noch £*! auftritt. Wir wollen indessen 
hierauf nicht näher eingehen. 


ae § 16. Angenäherte Bestimmung der Brechkraft 
= einer gegebenen Potentialverteilung 


Während wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, wie 
wir eine Potentialverteilung bestimmen können, deren vordere 
und hintere Brennweite bestimmte vorgegebene Werte haben, 
und deren Hauptpunkte an bestimmten vorgegebenen Stellen 
liegen, so kann jetzt umgekehrt die Brennweite f’ 


AVE-®, __ AVE=®, 
bestimmt werden, wenn die Potentialverteilung 9 (e,2) bzw. ®(2) 
gegeben ist. 
re Wir betrachten die Flächen konstanten g-Wertes. Für 
diese gilt also 
p(0,2)= const = C, 
also er 
4(0,2) = ¢(0,2,-C=0. 
Für den Krümmungsradius dieser Flächen x (g, 2) 
die bekannte Formel 


J.Ps 


Flic 


an 


(66° 
alsc 


wo 


> 
3 
| 
er 
J 
4 
4 
so ¢ 
| (66) 
= 
2 
) 
3 | 
3 (67 
auf 
3 die 
q Na 
erh 
gef 
(68 


lten 


ür 
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Ox Ox 2 |? /s 
) Ovdz O@ dz 00° (37) 
Für 9 = 0, also in den Schnittpunkten der Achse mit den 
Flächen 7 (e,2) = 0, wird nach (12)—(14) 


dz 


09 00 Oz 
do og 2 dz’ 
so daß 


Für die „Brechkraft“ derjenigen „Fläche“, 
an der Stelle z schneidet, gilt 


Nun ist 
(66 *) n= AVE— (0,2) =AYVE—®@), 
also 
d@ 


dz 


wo A ein Proportionalitätsfaktor ist. 


do 


Für eine aus mehreren Einzelbrechkräften D, zusammen- 
gesetzte Brechkraft D gilt D = SD, + einer Funktion g, die 
außer von den D, wesentlich von den Abständen abhängt, die 
die einzelnen brechenden Flächen voneinander haben. In erster 
Näherung aber können wir diese Funktion vernachlässigen und 
erhalten dann für die Gesamtbrechkraft unseres Potential- 
gefälles 

1 
| 


€ 
< 0) 
ımt. 
2 
des Ox = A 
und 
33) die die Achse es a 
N 
ren 
wie 
ilt 
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Für die hintere Brennweite ergibt sich?) 


dz 7 


und fiir die vordere Brennweite Aue 


wo 
unl 

(69°) =+ 
dz? yE-® D(z) Hau 

Die Integration ist hier zu erstrecken über das ganze \ 
Potentialgefälle, also vom Objektraum (= ®,) bis zum (72) 

Bildraum (® = @,). 

und 
§ 17. Brechkraft einer Reihe aufeinanderfolgender Medien gehi 


von verschiedenem Brechungsindex, verschieden gekriimmten Hau 
Begrenzungsflichen und gleicher, sehr kleiner Mittendicke 73) 
-4 > 2 . ic 
Die Formeln (68), (69), (69*) gelten, wie schon gesagt, nur 
angenähert. Wir wollen versuchen, den Fehler abzuschätzen, 
den wir bei Benutzung dieser Formeln machen. Zu diesem Hau 
Zwecke denken wir uns in dem Potentialfeld längs der z-Achse 
die Strecke Az vom im Objektraum gelegenen Punkte z, aus 
hintereinnnder abgetragen und die durch die Punkte z,, 
„+42, ,+242, ..., ... gehenden Flächen 
y (0,2) = const gelegt. Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden 
Flächen können wir dann den Brechungsindex n als konstaut 
annehmen, während die Differenz zweier aufeinanderfolgender 
n-Werte durch = Az gegeben ist, wo dn/dz an der 
Stelle z2=2,+x4z zu nehmen ist. Wir berechnen dann 
nach (67) die Brechkraft der einzelnen Flächen, also 


A d? ® 
0 D = Dias | — 42. is 


zusa 


zu | 
zuni 


1) Wie mir Hr. Prof. v. Laue nach Fertigstellung dieser Arbeit 
mitteilte, hat Hr. Johannson in seinem Vortrag auf dem 8. Deutschen 
Physikertag in Bad Nauheim eine gleiche oder ähnliche Formel an- 


gegeben. — Anmerkung bei der Korrektur: Inzwischen habe u von 
Hrn. Johannson erfahren, daß seine Formel lautet: R 
8yE-®, 


= 2 


Sie ergibt sich aus (69) durch partielle Integration unter der meist zu- 


treffenden Annahme, daß a im Objektraum und Bildraum verschwindet. 


> 
= 
ay 
x 
= 
- 
= 
— 
5 
‘ 
Ar 
€ 
3 T 
; 
fr ’ 
Arb. 
Fy 
| | = 
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Für die aus zwei Einzelbrechkräften kombinierte Brech- 
kraft gilt nun bekanntlich 


(71) Dy = D, + D, — Dy, 


wo d der Abstand des vorderen zu D, gehörigen Haupt- 
punktes H, vom hinteren zu D, gehörigen Hauptpunkt H,’ ist. 

Ferner gilt für den Abstand h,, des vorderen zu D,, ge- 
hörigen Hauptpunktes H,, vom hinteren zu D, gehörigen 
Hauptpunkt H,’ 


(72) h,= 


12 
My Dy 
Dy» 


und entsprechend für den Abstand hg des hinteren zu D,, 
gehörigen Hauptpunktes Hj, vom vorderen zu D, gehörigen 
Hauptpunkt H, 


(73) 


d 


Nog D, d 
Die : 


Bei einer einzelnen brechenden Fläche fallen die beiden 
Hauptpunkte mit dem Achsenschnittpunkt der Fläche selbst 
zusammen, so daß für zwei Nachbarflächen d = 42 wird. 

Um die gesamte Brennweite unserer „Linsenkombination“ 
zu berechnen, verfahren wir folgendermaßen. Wir kombinieren 


zunächst die Flächen D, und D, und haben hierfür 


D,D 
Dy =D, + D, - =—- 42; 
ol 


Noy Do, 

Wir fügen Fläche D, hinzu und beachten, daß jetzt 

ist. Demnach wird 


Dis = Dy, + Ds - Du Az— az 


Nis 


, DoD, 
n 


=D, +D, + D, 42| 
12 


m 
n 
ise 
‚US % < 
= 
# 
— 
4 2 Dy D, Dy 
No, N 
01 "12 
N, Du Az Na Dy 4: 
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Da wir 4z als sehr klein vorausgesetzt haben, wollen 
wir 42? und höhere Potenzen vernachlässigen. 
Nehmen wir jetzt noch D, hinzu, so gilt für diese Kom- 
bination zunächst 
1 


d= Az — = 42+ | 
12 12 
Wir erhalten 


Do D DD. 


D,D D, D, D, D, 

=D, +D, +D,+D, +- + 
D,D, DD, DD; D, , D,D, +2 D, , 

Hier sind wieder die Glieder mit 42°, ... vernachlässigt. 


Ferner wird mit der gleichen Vernachlässigung: 


Mes Dorss Dyiss No1 Nye 


0123 No un Noy Nie Nos 


Man erkennt so leicht das Gesetz, nach dem sich das Ver- 
fahren fortsetzen läßt, und erhält demnach 


+ D, 


1 
IM 

S 

IM 
MM. 
& 


44-4 
2» 


J.P 


gen: 
Hau 
Her 


ds 
der 


= 
Fort 
und 
ER 
— (16) 
eg 17 
hint 
: 
f i] 
ergl 
Do * 
(17 
D > D > und 
(78* 
Gul 


Ver- 
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Lassen wir jetzt Az immer mehr abnehmen, so gehen die 
Formeln (74) und (75) unter Berücksichtigung von (66*) 
und (67) über in 


p-_A 
4 dz? 16 VE-®() 
(76) 
d?@ dé dt 
dt? J av? VE- sat 
4 D VE-®«) dt: VE-®«) 


wo 2, ein Achsenpunkt im „Objektraum“, z, ein Achsenpunkt 
im „Bildraum“ ist. h’ ist der Abstand des hinteren Haupt- 
punktes vom Punkte z,. 
Für die von diesem hinteren Hauptpunkte aus gemessene 
hintere Brennweite f’ ergibt sich dann wieder analog zu (69) 
AVE-® 
f =+ a 
Fiir den Abstand des vorderen Hauptpunktes vom Punkte z, 
ergibt sich entsprechend 


(78) 


AVE-®e) 2 di yE-@() 


und für die vordere Brennweite, gemessen vom vorderen Haupt- 
punkte aus 


$18. Berechnung der Lage zweier (spezieller) konjugierter Punkte 
und des Vergrößerungsverhältnisses in ihnen im Anschluß an 
Gullstrands „Die optische Abbildung in heterogenen Medien .. .“ 


4 D 


Wir wollen nun noch die von Gullstrand in der oben 
genannten Arbeit abgeleiteten Formeln für Brechkraft und 
Hauptpunktsabstände hier angeben, ohne ausführlich auf die 
Herleitung dieser Formeln einzugehen. 

Sind a, 8,7 die Richtungskosinus der Elektronenstrahlen, 
ds das Linienelement dieser Strahlen und n = AVE — (0,2) 
der Brechungsindex, so gilt die Gleichung 


| 
'ollen 
Kom- 
= 
Nie a 
) 
he 
sigt. 
- . 
i 
| 
: 


> 


Y 
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(79) da+ dy + eng 

(80) nds=n(edz +ßdy+yd2)=dV 
ein vollständiges Differential ist, also 
(81) n$ = grad), 


wo 3 = ja, 8, y} der Einheitsvektor in Richtung der Strahlen 
ist. Die Flächen V = const sind die „Wellentlächen“. 

Wir betrachten nun eine dieser Wellenflächen und auf 
dieser einen Punkt P und den durch P hindurchgehenden 
Strahl. Die Hauptkrümmungsradien der Wellenfläche im 
Punkte P seien r,, r,. Das Koordinatensystem 2,, y,, 2, sei 
so gewählt, daß P der Nullpunkt ist, daß die 2 "- Achse mit 
der Strahlrichtung, also mit der Tangente an den Strahl durch P, 
im Punkte P zusammenfällt, und daß die x,- und y,-Achse 
mit den Tangenten in P an "die Wellenfläche in Richtung des 
ersten (z,; r,) bzw. des zweiten (y,; r,) Hauptschnittes zusammen- 
fallen. ir sei d + der W inkel, um den sich der erste Haupt- 
schnitt beim Übergang zu den Nachbarwellenflächen dreht, 
gemessen gegen die x,2,-Ebene. Dann gelten die Differential- 


gleichungen ie t,, %, 
d n _ 2 (52 ö®n 
ds\r, 9m’ 
(82) (2 dnd) 2 dn On n 
r, ds n OYn 62, 0Yn 


Pn 
ds =) ro? 


Ist speziell r, = 0, so gehen die ersten beiden Gleichungen 


über in 
dr, _ 


Die angegebenen Gl. (82) bzw. (82*) dienen also zur Bestimmung 
der Brennpunkte auf der z,-Achse, wobei die allmähliche 
Anderung der Lage des Koordinatensystems zu beachten ist. 

Wir betrachten jetzt ein kleines Flächenelement als Ob- 


jekt, dessen Mittelpunkt wir als Objektzentrum bezeichnen, zum 


Unterschied von dem Blendenzentrum, dem Schnittpunkt der 
zu den einzelnen Objektpunkten gehörigen Hauptstrahlen. Als 
Objektwellenfliche bezeichnen wir die Wellenfläche des vom 
Objektzentrum ausgegangenen Lichtes, als Blendenwellenfläche 


die W ellenfläche des Lichtes, das man sich als vom Blenden- 
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zentrum ausgegangen denken kann. Als „Fokalkoordinaten“ 
seien die Abstände der Normalen der Blendenwellenfläche von 
den beiden Brennlinien des Normalenbündels der Objektwellen- 
fläche definiert, die wie oben durch r,, r,, # bestimmt 
sei. Die Fokalkoordinaten seien a, und a,. Dann gelten für 
die Differentiale da,, da, dieser Fokalkoordinaten beim Über- it 


gang zur Nachbarw ellenfläche nS 
_ far, r, dn\ da, as da, aa 
(8) 
| _ dt da, 4 (32 r, dn\ da, 
die für den speziellen Fall, daß z.B. r, = 0 ist, übergehen n 


4 d 
ds d a, 0 
d 2 On On 


da 


+ + n Ys 
In (83), (83*) treten keine auf die Blendenlage bezüglichen 
Größen auf. 

Auf dem Flächenelement gibt es nun im allgemeinen nur 
zwei (orthogonale) Linienelemente ds,, ds,, die in der Ebene 
der ersten bzw. zweiten Brennlinie der Objektwellenfläche ab- 
gebildet werden. Setzen wir nun 


da, =ß,ds; da,=ß,ds,, 


so können wir ß,’, ß, — im übertragenen Sinn — als „Ver- 
größerungskoeffizienten“ bezeichnen. 

Betrachten wir jetzt einen auf der z-Achse gelegenen 
Punkt und in diesem Punkt ein zur z-Achse senkrechtes 
Flichenelement, so sind alle zum Objektzentrum gehörigen 
Wellenflächen durch unser ganzes Potentialgefälle hindurch 
rotationssymmetrisch, da ja auch der Brechungsindex eine zur 
z-Achse rotationssymmetrische Funktion ist. Es ist dann 


we 


und unsere Gl. (82) und (83) lauten jetzt 


dz \r 6 
d (nf ne _ 
dz | r )- 
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Gullstrand wendet diese Gleichungen auf die Kristall- 
linse des menschlichen Auges zur Bestimmung ihrer Brechkraft 
und der Lage ihrer Hauptpunkte an, indem er im Innern der 
Kristallinse auf der Achse (etwa in der Mitte der Linse) ein 
kleines Flächenelement als Objekt annimmt und die von diesem 
Objekt ausgehenden Strahlen nach beiden Seiten mit Hilfe der 
Gl. (84) und (85) verfolgt. Wir übertragen dies Verfahren auf 
unseren Fall der Elektronenstrahlen. 

Ist £ die z-Koordinate des Krümmungsmittelpunktes der- 
jenigen Wellenfläche, die die z-Achse im Punkte z schneidet, 
so ist r= ¢—z, und die Gl. (84) und (85) gehen über in 


(86) 


Flächenelementes zum Nullpunkt der z-Achse und entwickeln 
n=AYE-g(e, 2) 


nach Potenzen von o, 2. Ferner bilden wir die 1., 2., 3., 4.,... 
Differentialquotienten der Gl. (86) und (87), setzen in diesen 


n=n,(=AVE-—@(0); f£=r=0; f=1 
und erhalten so die Differentialquotienten von £ und /’ im 


Punkte z= 0, mit denen wir für £ und f’ die Reihenent- 
wicklung finden: 


(6%n 2 On 
B 2n, In, (a4), 


J.P 


wir, 
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istall. Beachten wir jetzt die Formeln (12) bis (14), so sehen 
ikraft wir, daB 
n der 
> 0° 
2) ein (72) ( dz 
de 
auf 02° J, 2n, 2? 
( A (@®) fa. a@ 
der- Am, \ ), der), (47), 
ridet, (73) __ A 34 (d® 
02° | dz* | dz 
34 
8 n,° | ds 
(90) 
Am | dz ot 4n,* ( dz* },\ dz }, 
16a,° \ de! ),\ ds je. 
ö'n A d* ® A? d® @ d® 
2n, | ) n° (“ae ),( dz ) 
\ dz? | dz}, 16m? | dz }, 
un | > 4) 3 ( =) 
" ist. Diese Werte haben wir in (88) und (89) einzusetzen. ete 
Setzen wir in (88) und (89) für z die Werte, bis zudenen 
sich die Potentialverteilung nach der einen bzw. nach der : 
im anderen Richtung erstreckt, also etwa 2=z, (im Objekt- 
nte raum) bzw. z= 2, (im Bildraum), so erhalten wir aus (88) die 


Krümmungsmittelpunkte ¢,, ¢, der durch z, bzw. z, gehenden 
Wellenflächen — also zwei zueinander konjugierte, d. h. in der 
Beziehung: Objektpunkt-Bildpunkt stehende Punkte und aus 


(89) in $,'/#, den zugehörigen Vergrößerungskoeffizienten. 


$ 19. Berechnung der Brechkraft und der Lage der Hauptpunkte 
unter Benutzung der Ergebnisse des vorigen Paragraphen 


Aus den so gewonnenen Werten können wir schon an- 
genähert die Brechkraft der Potentialverteilung bestimmen, 
wenn wir den Abstand der beiden Hauptpunkte voneinander 
vernachlässigen, sie also als zusammenfallend annehmen. Ihre 
gemeinsame 2-Koordinate sei zy. Es gelten die drei Glei- 
chungen: 


FE : 
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960 
n n 
—a+q@=6-G 
(91) 
mit 
"= AYE-®; n=AVE-Y,, 


wo a der Abstand des Punktes ¢, von zg, also a = &— 2y, 
und a’ der Abstand des Punktes ¢ von zy, also a’=&— 2, 


ist. Wir erhalten dann 
6,’ Po’ Ge n’ B, — n By 


Eine bereits wesentlich genauere Bestimmung von D und 
eine angenäherte Bestimmung der Lage der beiden — jetzt 
nicht mehr zusammenfallend angenommenen — Hauptpunkte 
können wir folgendermaßen durchführen. Wir wenden die 
Formeln (92) auf jeden der beiden sich von 2, bis z = 0 bzw. 
von z= 0 bis z, erstreckenden Teile des Potentialgefälles an, 
wobei wir die so erhaltenen Teilbrechkräfte mit D, bzw. D, 
und die beiden zy-Werte mit zg, bzw. mit 27, bezeichnen. 


Zu beachten haben wir dabei aber, daß wir in den Formeln (92) 


für D, und “Ho 
£=0; B/=1; vW=AVE—OO=n, 


und in den Formeln (92) für D, und zz, 


0; Bo = 1; n= AYE — ®(0) = N, 
zu setzen haben. Wir erhalten dann 


1 Ny — 0 Bo" No So 
(93) Po so Ho Ny — N Bo 
1 \ n— n’ B,’. Ny 


Mit diesen Werten können wir dann die Gesamtbrech- 
kraft D und die Koordinaten 27, zy des vorderen und hin- 
teren Hauptpunktes nach den bekannten Formeln: 

d n 
| D = D,+ D,— D, D,; Zu = d. 


n’ D, 
= 
0 


(94) 


berechnen, wo wir d = 2,,, — 27, zu setzen haben. Führen wir 
in (94) die erhaltenen Werte aus (93) ein, so ergibt sich nach 
einigen Umformungen: 


wori 
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— n TERN _ m— By 
(95) hy — D (1 (1 
n’ (1- 1 )( Mo 
ny — D By’ 


worin 
n= AVE— ®, = AVE— ®(,); 

ist. 

Setzen wir in den Formeln (95) A, = £,’, also or =1, 

o 
so erhalten wir d.h. Objektpunkt ¢, und 
Bildpunkt ¢, fallen mit den Hauptpunkten zy bzw. 27, zu- 
sammen, wie dies verlangt werden muß. 

Setzen wir andererseits bei +27; &, #2 die Diffe- 
renzen — 2,=4 und so daß also a der Ab- 
stand des Objektpunktes vom vorderen Hauptpunkt und a’ der 
Abstand des Bildpunktes vom hinteren Hauptpunkt ist, so 
ergibt sich aus (95): 


4 D it, 
nv’ n a’ 6” B,’ 
a’ a ; n’ a 


Wir sehen aus diesen Folgerungen, daB die Lage der 
Hauptpunkte, also 2, und 27, durch (95) trotz der nur nähe- 
rungsweisen Herleitung exakt gegeben ist. 

Voraussetzung bei den vorstehenden Formeln ist natür- 
lich, daß der Abstand der Punkte z, und z,, also die Differenz 
2,—% = 2 + |%,| nicht zu groß ist, damit die Gl. (88) und (89) 
für die Werte z, und z, noch konvergent sind und nicht zu 
weit entwickelt zu werden brauchen. 

Doch auch in diesem Fall geben die hergeleiteten For- 
meln eine Möglichkeit zur Berechnung der Brechkraft und der 
Hauptpunktslage. Man denke sich nämlich das ganze Poten- 


tialgefälle zwischen 2, und z, in eine größere Zahl von Teil- 
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gefällen unterteilt, derart, daß die Begrenzungsflächen jeweils 
Flächen konstanten Potentials sind. Auf jedes Teilgefälle 
können die abgeleiteten Formeln (88), (89), (95) angewandt 
werden, wobei natürlich für jedes Teilgefälle das Koordinaten- 
system der oben gemachten Annahme entsprechend zu wählen 
ist. Man erhält so die Brechkräfte und Hauptpunktslagen der 
einzelnen Teilgefälle, aus denen man dann unter wiederholter 
Anwendung von (94) die Gesamtbrechkraft und die Lage der 
Hauptpunkte des Gesamtgefälles berechnen kann. 


§ 20. Berechnung der Brechkraft und der Lage der Hauptpunkte 
im Anschluß an Gullstrand 

Für die Berechnung der Brechkraft D eines aus m Einzel- 
systemen bestehenden Systems wurde von Gullstrand!) eine 
Formel entwickelt, die außer von den Einzelbrechkräften D, 
nur noch von den Vergrößerungskoeffizienten £; abhängt, 
wobei sich 5, auf das aus den Einzelsystemen D,------ -D, zu- 
sammengesetzte Teilsystem bezieht. Es werde also ein Objekt- 
punkt P und ein in ihm befindliches abbildbares (achsensenk- 
rechtes) Linienelement der Größe ds durch das eee 
D,+--+-- ;; bestehend aus den Einzelsystemen D,, D,---, D, 
im Punkte P; als Linienelement der Größe ds’ abgebildet 


und es sei 4 = ;. Dann gilt für die Gesamtbrechkraft D 
(96) 


$-1° ß; F D,, 


ferner für den Abstand des vorderen Hauptpunktes des Ge- 
samtsystems vom Objektpunkt P der Wert 
(97) n 

D 
und fiir den Abstand des hinteren Hauptpunktes vom Bild- 
punkt P;, der Wert 

7% ‘ro ~ 

(97 ) N 


Für ein System mit kontinuierlich veränderlichem Bre- 
chungsindex geht die für D in 


em 
wo bei uns wieder wie 67) 
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r dz 


(Qc 
(9: 
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ist und 8’ den Vergrößerungskoeffizienten des Gesamtsystems 
bezeichnet. 

Gullstrand bestimmt dann nach (98) die Brechkraft D, 
des Teilsystems, das sich von z, bis z = 0 erstreckt, sowie die 
Brechkraft D, des Teilsystems, das sich von z = 0 bis 2, er- 
streckt. In unserem Fall — dann die analogen Gleichungen: 


A d?® 
‚D=- 
VE-@@ 
(98 **) B 
1 


A 
Do 2. 
a Bo, VE- oo 


Für den Übergang von (98) zu der ersten Gl. (98**) ist 
noch zu beachten, daß wir hierfür zunächst den Wert #’ durch _ 
und analog den Wert 3’(2) durch zu ersetzen 


haben. Das Produkt 7 . 85 geht dadurch über in 
ga: 


bleibt also unverändert. Dies ist natürlich eine selbstver- 
ständliche Forderung, da ja die Brechkraft unabhängig davon 
ist, ob das System von links nach rechts oder von rechts nach 


links durchstrahlt wird. 
Die Gl. (98**) liefern jetzt die Differentiale: 


_ Differenziert man diese Gleichungen mehrmals nach z und 
setzt dann z=0 und nach (89) ) Bax = 1; (df).=-o= 0 und 
beachtet, daß dann auch 

dD=d(#D); dD=d?(#D), dD = d’(#D) — 3-.d2%'.dD 
ist, so erhält man hierdurch die Differentialquotienten von D 
an der Stelle z= 0 und mit diesen die Reihendarstellung für 
D, und D;: 


Al.(@@ A 


Var tn de de ae 


tar 


veils 
älle 
indt 
ten- 
len 
der 
Iter 
der 
zel- 
ine 
D, 
gt, 
zu- | 
kt- 
D, 
let, 
D 
(99,,) ¢ | Er: 


Er 
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Al, (@@ A 

D, -- #4 as de dz 

(99,,) + 6 dz + My? dz dz 4n,* dz? dz 


Setzen wir nun diese Brechkräfte nach Formel (96) zu- 
sammen und beachten, daß wir hierbei die Werte D,; D,; 
Bo’; By’; Pa = Pi. der Formel (96) zu ersetzen haben durch D,; 

1 “4 


u Bri in den hier benutzten Bezeichnungen, so wird 
0 

D D 

100 

*? 


Weiter erhalten wir fiir die Lage der Hauptpunkte nach 
8," 


(97), (97%): 
(100*) Zu = be = at n 


Die Gl. (100), (100*) stimmen überein mit den entsprechenden 
vereinfachten Ausdrücken der Gl. (95). 

Für die Anwendung der hier entwickelten Formeln gilt 
hinsichtlich der Konvergenz das bereits am Schluß von $ 19 
Gesagte. 

Es ist beabsichtigt, in einer späteren Arbeit die hier ent- 
wickelten Formeln und Überlegungen auf praktische Beispiele 
anzuwenden und auf Abbildungsgüte bzw. Abbildungsfehler 
weiterzuführen. 


D= 


Zusammenfassung 

Es werden die Differentialgleichungen der Elektronenstrahlen 
für das paraxiale Gebiet sowie allgemein aufgestellt und für 
den ersten Fall die Integration in Reihendarstellung (allge- 
mein) und für einige spezielle Fälle in geschlossener Form 
durchgeführt. Es wird gezeigt, wie man eine Potentialvertei- 
lung berechnet, die einer vorgegebenen Brennweite der elek- 
trischen Linse entspricht. Ferner werden Formeln zur Be- 
rechnung der Lage der Brennpunkte und Hauptpunkte einer 
gegebenen Potentialverteilung aufgestellt. Formeln, die von 
Gullstrand für heterogene optische Medien entwickelt wurden, 
werden auf die Elektronenoptik übertragen. 


Berlin, Optisches Institut der Technischen Hochschule, 
im September 1932. 
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Fortschritte und 
Probleme der Atomforsc ung 


Von Dr. Johannes Stark, o. Universitäts-Professor für Physik. 

VIII, 112 Seiten mit 11 Figuren. 1931. 8°. Steif brosch. RM. 4.80 

abzgl. 10°/, Notnachlaß = RM. 4.32 

INHALT: Die großen Probleme der Physik in der Gegenwart. — Beiträge zur Optik 

der Atomstruktur. — Neue Erscheinungen betreffend Atomstruktur und 

Lichtemission. — Die Axialität der Valenzfelder des Kohlenstoff- und Stick- 

stoffatoms. — Die Kausalität im Verhalten des Elektrons. — Über den 
Dogmatismus moderner Theorien in der Physik. 


Zeitschrift für analytische Chemie: Stark hat in dem hier angezeigten Buch eine 
Reihe von Vorträgen und Aufsätzen zusammengefaßt, in denen er sich in den letzten Jahren 
zum Problem der Atomforschung geäußert hat. Trotz ihres zum Teil stark polemischen und 
subjektiven Charakters werden die Aufsätze Starks schon deshalb Interesse finden, weil sie 
viele Dinge einmal von einer anderen Seite her ansehen und dadurch den Leser zwingen, 
seinen eigenen Standpunkt gegenüber den Einwendungen Starks zu verteidigen oder abzuändern. 


Atomstrukturelle Grundlagen 
der Stickstoffchemie 


Von Dr. Johannes Stark, o. Univ.-Professor für Physik 
VI, 44 Seiten mit 93 Figuren. 1931. 8°. Steif. brosch. RM. 3.90 
abzgl. 10°/, Notnachlaß = RM. 3.51 


:1. Teil: Allgemeine Erkenntnisse über Atomstruktur und Atombindung, 
2. Teil: Bildungsarten der Valenzelektronen des Stickstoffatoms. 


Berichte über die gesamte Biologie, Abt. B. Physiologie: Johannes Stark macht 
in der vorliegenden Schrift den dankenswerten Versuch, die theoretische Entwicklung der 
Chemie in der bisherigen Richtung weiterzufiihren. Bei dem augenblicklichen Stand der 
Atomforschung ist es fiir den experimentell arbeitenden Physiologen und Chemiker auBer- 
ordentlich schwierig, der sich iibersttirzenden Entwicklung der Atomforschung zu folgen. 
Um so erfreulicher ist dieses Buch, das versucht, in Anpassung an allgemein bekannte und 
experimentell sicher begriindete Erfahrungen dem Problem der Oberflachenstruktur naher 
zu kommen, 


Der Bau der Atome 
und das periodische System 


Von Dr. Iwan Koppel, Professor an der Universitat Berlin. 
VI, 174 Seiten mit 47 Abbildungen im Text u. auf 4 Tafeln. 1927. 
gr. 8°. V RM. 9.—, geb. RM. 10.50 

abzgl. 10°/, Notnachlaß = RM. 8.10, geb. RM. 9.45 


Die Naturwissenschaften: In angenehmem und klarem Stil geschrieben, gibt das Büch- 
lein eine Übersicht über die Grundtatsachen der modernen Atomvorsteliung und endet mit 
einer Besprechung der Bohrschen Theorie des periodischen Systems an der Hand der be- 
kannten Bohrschen und Stoner-Main-Smithschen Tabelle. Man darf wohl sagen, daß es dem 
Verfasser gelungen ist, den Chemikern einen Einblick darin zu geben, wie die theoretische 
Physik, sich stützend auf rein physikalische Versuche und Überlegungen, zu einem gewissen 
Verständnis der chemischen Grundtatsachen und der im periodischen System dargelegten 
Klassifizierung der chemischen Grundstoffe vorgedrungen ist. H. A. Kramers, Utrecht. 
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